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وس الف رلك یت مض للعقوبات النصوص علیہا في BUI‏ 
“4 من انون ایم حق الولف رقم ٠٠٢‏ لعام ۱۹۰١‏ والسل بالقانون 
رم ۸ لام ۱۹۹۲ . | 
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وتوفير المراجع العلمية في فرعين أساسيين من فروع علم الاقتصاد ‹ وهما 
الاقتصاد القياسي و الرياضني . لذلك كانت الحاجة ماسة إلى وجود كتاب يغطي 
في المكتبة العربية وتحقیقا لهذا الغرض فقد تم التعرض لبعض الموضوعات 
ذات الصلة والتي ينبغي معالجتها في ДЫ‏ هذا التخصص . حيث تم الاعتماد 
ٴ على النظرية الإحصائية كأحد الأدوات المستخدمة في قياس العلاقات 
الاقتصادية بجانب ضرورة المعرفة بمبادئ التحليل الاقتصادي ومبادی 
الرياضيات في ضوء الاستعانة بنماذج تطبيقية من واقع النظرية الاقتصادية . 
لذلك فإن هذا الكتاب يشتمل على قسمين رئيسيين : يضم القسم الأول 
مبادئ الاقتصاد القياسي في حين يحتوي القسم الثاني على أسس الاقتصاد 
الركاضى . | | 
وقد اعتمدنا في تناول الموضوعات المتعلقة بكل قسم على حده على 


أسلوب تبسیط المعلومة وعدم الخوض في تفاصيل قد تزيد من حدة تعقيه 


22 2 Е 


وأرجو ان أكون قد وفقت في عرض هذه الموضوعات وأن يفي هذا 
لکنا اکن المطلر كت 
Соза аву‏ 
„д‏ عزت قناوي 
القاهرة في يناير ۰۰ Y.‏ 
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نرس المحتويسسات 
الموض وع ات 
القسم الأول : الاقتصاد القياسي 
الفصل الأول : ماهية وطبيعة الاقتصاد القياسي 


الفصل الثاني : العلاقات الاحصائية بين المتغيرات الاقتصادية 

الفصل الثالث : استخدام نموذج الانخدار العام في قياس 
العلاقات الاقتصادية 

الفصل الرابع : التنبؤ من خلال تحليل الانحدار المتعدد : 

الفصل الخامس : اختبار الفروض الاحصائية 0 


الفصل السادس : تقدير العلاقات الاقتصادية باستخدام النماذج 


المركبة 
القسم الثاني : الاقتصاد الرياضي 
الفصل الأول : التوازن الاقتصادي الجزئي . 
الفصل الثاني : تحلیل التوازن. الكلي . 
الفصل الثالث : المصفوفات 
الفصل الرابع : المحددات 
الفصل الخامس : اللوغاريتمات 
۱ الفصل السادس : التفاضل وتطبيقاته الاقتصادية 
الفصل السایع : التکامل وتطبیقاته الاقتصادية ٠‏ 


المر اجع : 








القتسم الو 


І OET الاقتصاد القيا‎ . 





الفصل الأول 
ماهية وطبيعة الاقتصاد القياسي 


مفهوم الاقتصاد القيلسي 


уы‏ الاقتصاد القیاسی أحد فروع علم الاقتصاد حیث يرتكز اهتمامه 
على تقدیر العلاقات الاقتصادية من الناحية الكمية » بجانب أنه يهتم 


. بالتحلیل الکمي للسلوك الاقتصادي > وللوصول إلى ذلك فان الامر 


یتطلب استخدام أساليب مختلفة للتعبير عن الظواهر الاقتص‌ادیه 
و العلاقات القائمة بين مختلف المتغیرات الاقتصادية فهناك الأسلوب 
الوصفي والكمي والبياني وآ ای ویعتمد الاقتصاد القياسي على 
استخدام الطرق الإحصائية والاستفادة من نتائجها E‏ قياس العلاقات 
الاقتصادية المختلفة . وقد آورد کل من ساملسون » وستون : وكوب 
ымы жай ый‏ لكا الاقتصاد القیاسی بأنه التحلیل الكمي لظاهرة 
اقتصادية حقيقية مبنية على الملاحظات وتطور النظرية الاقتصادية . 


و ظائف الاقتصاد القياسي 


تتحصر وظاثف علم الاقتصاد القياسي فیما يلي : 


° شزح التغیر لظاهرة أو ظواهر سس ارب اک المتغیر ات 


النخظفة Ayd‏ یس ہس 
ند تح ےت 
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ө‏ توفیر العناصر والأدوات والأساليب التي КА‏ على أساسها رفض او 
قبول النظريات الاقتصادية . 

. اختبار الفروض بين المتغيرات الاقتصادية‎ ө 

ө‏ استخدام العلاقات التي يتم تقديرها في التتبؤ بالقيم الخاصة 
بالمتغيرات . 


ө‏ تحديد أفضل الدوال الرياضية المعبرة عن العلاقات الاقتصادية 


بصورة و اضحه . 


: النماذج والمتغیرات ‏ 


زاد انتشار النماذج في الآونة الأخيرة حيث ЈА‏ الاقتصاديين 


القياسيين تكوين نماذج للتوازن وذلك لنفهم العللاقة بين الإنتاج 


اا واا خی وات الو »كيبا ادك ا 


المنشات الاقتصادية بتطبيق بعض النماذج الرياضية في حلول المشاكل 


الإدارية والإنتاجية وعمليات الشراء والتخزين . ويعتبر النموذج أحد 
. المكونات الأساسية لمشاكل اتخاذ القرار فالنموذج هو عبارة عن 
ملخص للوضع الحقيقي يتم التعبير عنه في صورة معادلات رياضية 


يمكن قياس البعض منها قي сыз‏ لا يمكن القياس أو التحكم في البعض 


الاخر منها . | 
وتشتمل النماذج على نوعان هما : 
ө‏ النموذج الساکن » حیث لا تحتوي المتغیرات فيه على عنصر 


راشرس 














m پا‎ 


ө‏ النموذج الحركي . وهو الدي يلعب فيه الوقت عنصرا هاما ودورا 
حیویا ودرجة الاختلاف بين النموذجين تكمن في مدى البساطة أو 
التعقيد المتعلقة بمراحل توصيف المنهجية أو الإجراءات الخاصة 
بكل نموذج ومن الناحية النظرية نستطيع اختزال أي نموذج حركي 
إلى نموذج ساكن ۰ ولكن الأمر يختلف عند التطبيق العملي حيت 
یؤدی ذلك إلى تعقيدات خاصة بطبيعة المنهج مما يصعب من 
هذا ويمكنا القول بأن النماذج الساكنة تستخدم لعدة أغراض منها أنه 
قد يكون النموذج الساكن أفضل طريقة لوصف مشكلة ساكنة من 
خلال التعمق والادراك لتفهم مکونات وأبعاد هذه المشكلة . کما ان 
هذا за‏ = 7 من الرکائز الأساسية التي يتم على أساسها بناء 
وشرح الظواهر الاقتصادية الرياضية . | 
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آما فيما یتعلق بالمتغیرات فهي تعبر عن عناصر قیمتها متغیرة أي أن 
المتغير يأخذ Las‏ مختلقة طبقاً لنقاط ملاحظته ۰ فالدخل القومي لدولة ما 
قد يكون Ferta Coa Т‏ يعد اد اي رقم آخر . ولهذا 
السبب (أي اتخاذ المتغير لعدید من القيم) عادة ما يتم استخدام مختلسف 
الرموز للتعبير عن المتغيرات . وهناك العديد من المتغيرات الشائعة. 
الاستخدام في الاقتصاد والرموز التي ار تبطت بها مثل الإنفاق . 
الاستهلاك (ك) . والإنفاق الاستثماري (ث) ء الصادرات (ص) ۰ 
الواردات (م) ء الأسعار (س) وغيرها . 
ويمكن تقسيم المتغيرات إلى ثلاثة أنواع هي : 











s саа 


أ- المتغیرات الداخلية s Endogenous Variables‏ هي تلك 
المتغيرات التي تؤثر في النموذج وتتأثر به . 

ب- المتغيرات الخارجية Exogenous Variables‏ وهسي اك 
المتغيرات التي تؤثر في النموذج ولا تتأثر به . 

ج- المتغيرات المستقلة Variables‏ 1011011 وهي تلك 
المتغيرات التي لا تؤثر في النموذج ولا تتأثر به .. 

كما تختلف المتغيرات الداخلية والخارجية طبقاً للنموذج المراد دراسته 

فما یعتیر متغيرا Ыз‏ في نموذج ما قد يكون EET‏ 


نموذج آخر . 


العلاقات الدالية والمعادلات أو المتباينات 
يمكن أن نستفاد من المتغيرات التي سبق ذكرها بصورة محدودة فسی 
حالة ارتباط بعضها البعض في علاقات مختلفة » هذه العلاقات بين 
المتغيرات يمكن وصفها فيما يسمى بالعلاقات الدالیة . فعندما ندر 
العلاقة بين ین аьа) ааа‏ سلعة معينة ون رید 
السلعة (س) فإننا نجد أن الكمية المطلوبة تتوقف على السعر حیث 
يمكن التعبير عن ذلك في صورة رياضية NS‏ : | 
ك ط = د (o)‏ 


رابعا : 


" ونلاحظ أن الكمية المطلوبة هي المتغير التابع حيث أن تغييرها يكون 


نتيجة لتغيير السعر (المتغير المستقل) . كما نلاحظ أن التغيير في 
المتغير التابع قد يتوقف على عدد من المتغيرات المستقلة بدلاً مس 
متغير واحد فتكون الدالة متعددة المتغيرات. وتعين النظرية الاقتصادية 
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أنواع العلاقات القائمة بين المتغيرات بدون أن تضعها في صورة 
محدودة فالنظرية توضح УА,‏ اعتماد الكمية المطلوبة على السعر غير 
أنه قد А‏ العلاقة الدالية صورة خطية و غر خطية طبقا لطبیعة 
معدلات التغییر التي تربط المتغیرات الواردة في هذه النظرية . غير 
ان هناك اعتبارات تتعلق بالطرق الإحصائية المستخدمة تدفع نحو 
استخدام علاقات خطية وأن تلك التي تفترض بات معدلات التغیر . 
فاذا افترضنا أن العلاقة بين الكمية المطلوبة من سلعة ما وبين سعرها 
كانت علاقة А‏ على النحو : 

ك پر = أ- ب س ۱ 
حيث تسمی الثو ابت أ e‏ ب بمعالم المغادلة ٭ ویوضح المقدار )1( قیمة 
المتغير التابع عندما يختص المتغير المستقل أي الصفر . أما المقدار 
(ب) فيوضح نسبة التغيير في المتغیر المستقل إلى التغيير في المتغير 
التابع أو ما يسمى بميل الدالة وهو مقدار ثابت . 
ويمكن تقسيم العلاقات الاقتصادية إلى : 


أ- العلاقات الاقتصادية السلوكية : حيث يتم على أساسها بناء 
التصرفات الاقتصادیة المختلفة لأتھا تصف ملوك الوحدات 
الاقتصادية فيما يختص بالظواهر الاقتصادیة فهي تصف س لوك 
الأفراد فيما يتعلق بالاستهلاك والدخل والأسعار حيث يمكن تمثيل . 
هذه العلاقة فى المعادلة التالية : 

C=Bo+BiLogY+B,LogP ` 





تعبر عن الأسعار » أما (Bo, Bi, B,)‏ فهي معاملات هذه العلاقة 
. فالمعادلات الخاصة بوصف الطلب على سلعة ما و القول а‏ 





المعادلات السلوكية » والقول بأن الإنفاق الاستثماري يرتط 
کنا سر اة السائدة كن ИИИ‏ 
شاه کته ا 


ولا يقتصر هذا النوع من المعادلات على وصف سلوك الأفراد 
لمتعلق بمختلف الظواهر الاقتصادية بل أنه يمتد ليصف النواحي 
الفنية مثل العلاقة بين الكمية المنتجة من سلعة » وکمية عناصر 





á doli الصورة‎ 
€ „а 
О= ук 
(L) ٠ تعبر عن وسيلة الإنتاج‎ (К) » تعبر عن الناتج‎ (Q) حيث‎ 


تعبر عن عنصر العمل وهده العلاقة فنية حيث توضح كيفية 


- > - 


الإنتاج المستخدمة (دالة الانتاج) والتي يمكن التعبير عنها في 


تحقيق الناتج باستخدام عناصر الإنتاج أو فنون إنتاجية معينة . 


. فهي تعبر عن قيم ثابتة‎ ) ۲ ¿a ) من‎ JO فیما يتعلق‎ L 
العلاقات الجزئية والكلية : العلاقة الجزئية هي تلك العلاقة التي‎ 
تتعلق بالبنية الفردية أو بالوحدات الاقتصادية » وهي تتناول‎ 
السلوك ااقتصادي لهذه الوحدات كعلاقة العرض الخاص بمنشأة‎ 




















کن 


اتتصادية معينة ۰ у‏ علاقة الطلب الفردي التي تربط بين الکمیات 
المطلوبة من سلعة معينة و أسعار هذه السلعة . وغيرها من 
العلاقات التي تتعلق بنشاط اقتضادي جزئي » وأما العلاقات 
الاقتصادية الكلية فهي ذلك العلاقات التي تربط بين متغيرات 
اقتصادية » تتصل بالسلوك العام والبنية العامة للاقتصاد » مثل 
علاقة الاستهلاك العام وعلاقة الادخار العام . ٠‏ 

العلاقات التعريفية والقانونية : ويطلق على هذا وع بين 
المعادلات اسم المتطابقات نظر ا لضرورة تحقیق Su SL do‏ 
الطرفين دائما . فهي علاقات تحدد قيمة المتغیر التابع بتحديد ‏ 
تعريف له في صورة علاقة مساواة مثال ذلك : 


الناتج ج القومي الصافي- الناتج القومي الإجمالي-استهلاك Ss‏ 


القیمة = الكمية × السسعر . 

أما العلاقات القانونية فهى التي یتم تحديدها بناء على قوانين لها 
صفة الإلزام بخكم القانون مثل الضريبة التي يتم تحديدها بنساء 
على نسبة معينة [b‏ لقانون الضرائب وهي ممكن أن تتغير وفقا . 
للتغيرات القانونية التي تطرأ على تعدیل التشريعات ٠‏ . 
العلاقات التوازنية : وهذه العلاقة تتحقق غند حدوث التوازن 
فقط ومن أمثلة ذلك شرط توازن السوق لسلعة معينة لا يتحقق الا 
بناء على تساوي الكمية المطلوبة مع المعروضة من هذه السلعة 
أي أن ك ط = ك ع وكذلك الحال في الاقتصاد الكلي فان من 
شروط تحقيق مستوى الدخل التوازني تساوي الطلب الكلي مع 
العرض الكلي . 
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жаай‏ لر ن دات الاقتصادية التي يتم تقديرها كميا 
في شکل اا متباینات уу‏ ا نتسم بالخصائص ў‏ الصفات 
| التالية : | ۱ 
-١ |‏ المطابقة : : حيث لابد د وأن يكون للنموذج أو المعادلة Е зБ‏ 
| 20-1 @ 
؟- السهولة 
المعنى . | 
-Y‏ مطابقة البيانات الاقتصادية : وهذه 9 7ھ 
الاهتمام بد راسة المشكلة الاقتصادیة وتحدید تا لوباك 
نت یی حدوث التغير жш‏ الاقتصادية والمتغيرات 
. المرتبطة بها . | 
- دقه المعاملات : و رح الأهمية التي ينبغي على الباست 
معرفتها في ДЫ‏ فهم النظرية الاقتصادية وذلك لشرح وتفننیر 
" وتحليل المعاملات وفقاً لقو اعد з‏ ھت سڈ ۱ 


: أي أن تكون المعادلة الاقتصادية سهلة الفهم و اضحة 


- وفي حالة توافر هذه الخصائص فان التقدير الكمي للعلاقات الاقتصادية 

میکون ضحیحاً дуры аца:‏ معینة قد o‏ منطقها صحیحاً ولکنه 
غير ملائم بسبب الفروض الخاطئة » وقد يكون هذا الخطأ من نوعين 
- قد يكون الفرض ببساطة منافیاً لمشاهدة اليومية بمعنى أن تكون 


. النظزية قد افترضت وجود منافسة كاملة فى حين أننا نرى أن 


المنافسة غير كاملة وقد يرجع ذلك إلى أن الحياة العملية الحقيقية 
معقدة ادرجة لا یمکن وصفها بالکامل . 
- استحالة النقد القائم علی التجرید أو الابهام . 
وخلاصة ما سبق أن النظرية لابد وأن تحتوي على ثلاثة عناصر هي : ۱ 
أ- البيانات التي تشكل معالم المجتمع . _— | 
ب- المتغيرات ويجب تحديدها داخل إطار النظرية ; 


ج- افتراضات السلوك التي يتم على أساسها تحديد قيم المتغيرات . 


خامسا : الفرق بين الاقتصاد القياسي والاقتصاد الرياضي 
Econometrics and mathematical Economics‏ . 

وا را إلى أن اا ای جم ر ا 
الاقتصادية من الناحية Z Sl‏ حيث يعتمد على استخدام الطرق 
الإحصائية والاستفادة من نتائجها في قياس هذه العلاقات المختلفة . كما 
أنه يساعد على اختبار الفروض بين المتغيرات الاقتصادية وتوفير 
الأدوات والأساليب التي يتم على أساسها رفض أو قبول النظريات 
الاقتصادية » كما يهتم بالعمل على استخدام العلاقات التي تم تقديرها 
في كيفية التنبؤ بالقيم الخاصة بالمتغيرات الاقتصادية . 

آما ااقتصاد الریاضی فهو تک بتوصیف النظرية الاقتصادية فسي 
صورة زياضية وذلك من خلال استخدام الرموز والطرق الرياضية 
لاشتقاق العلاقات الاقتصادية من الافتراضات الأساسية . وقيد يفيد . 
استخدام الأساليب الرياضية في النظرية الاقتصادية في عرض 





а 


بالإضافة لذلك فإنه يساعد على استخلاص النتائج في شكل قیم معینة 
وقد يمكن اللجوء إلى استخدام الاقتصاد الرياضي في a аз) адз‏ 
من الصعب در استها بصوره шш‏ أو بپانبه مشل النمادج 








ہے الفصل الثاني ٠‏ | 
العلاقات الإحصائية بين المتغيرات الاقتصادية 


من المشاكل الأساسية التي تواجه علم الاقتصاد القياسي العمل علسى 
نطو بر طريقة فعاله لقياس مدی العلاقة بين المتغيرات الاقتصادية . ومثال ذلك 
فلو كانت (Y)‏ مد متغير اقتصادي ‹ (X)‏ متغیر اقتصادي ۳ فان العلاقة بینھما 
سر Gas sa‏ على ضر Y=a+bx КЫ‏ 


. أو معاملات العلاقة‎ РРА кл ТЕ 


Yi‏ : توصيف العلاقة بين المتغيرات الاقتصادية 
في هذه الحالة لا نفترض أي فرضيات تتعلق بالعلاقة السببية أي عدم 
تحدید АЙ‏ متغیرات تابعة أو مستقلة » ولکن البحث في مبدی وجود. 
تلازم بين هذه المتغیرات أم لا . ولتوضیح ذلك نسوق المشال التالي 
الذي يبين الکمیات والاسعار خلال فترة زمنية معينة وبعد ذلك یمکن 
توضيح هذه البيانات في شكل انتشاري | 








К. Ие 


5 ә 


= من هذا الشكل أن هناك علاقة عكسية بين الاتجاه العام لاسعار 
و الاتجاه العام للکمیات فعندما تزید الاسعار تتخقض الکمیات المشتراة . ویمکن 
قياس هذه العلاقة من الناحية ال(حصائية LS‏ عن طریق مقیاس التباین المشترك 
Covari lance‏ حيث يوضح التباين المشترك بين كل من С (X)‏ 5 طبيعة 
هذه العلاقة هل هي طردية أم عكسية . 


اننا : التباين المشترك (бохайалед‏ 
وو و یی еы‏ 
التباین | күү‏ التالي : 


سن 
xy 7 96-0 [‏ 


حيث أن м)‏ +) تشير إلى قيمة التباين المشترك المقاسة بالنسبة 
للمتغيرين (y)‏ و (X)‏ . 

وحیث أن Е(х) = пу‏ وهو عبارة عن القيمة المتوقعة للمتغير (X)‏ . 

у) هو عبارة عن القيمة المتوقعة للمتغير‎ Е(у) = u, 

فإذا كانت قيمة ҳу)‏ جا т‏ ہو و نت وج 
بين كل من (y)‏ و ٠ (х)‏ ويعني ذلك أن القيم العليا للمتغير (х)‏ 
تصاحبها „а‏ عليا بالنسبة للمتغير (y)‏ وأن القيمة الدنيا للمتغير (Х)‏ 
تصاحبها قيم دنیا بالنسبة للمتغير (۷) . 

L > ETT سالبة ء‎ ) OS уу) إذا كانت قيمة‎ Li 
(X) ويعني ذلك أن القيم العليا للمتغير‎ . @) эу) عكسية بين كل من‎ 








E 


تصاحبها قيم Ыз‏ بالنسبة للمتغير (у)‏ وأن القیم الدنيا للمغير (X)‏ 
تصاحبها قیم علیا А‏ للمتفیر г (у)‏ | 5 
فعندما تكون قيمة уу)‏ -0 ) آکبر من الصفر . فان القيم التي هي 
آکبر من المتوسط بالنسبة للمتغير (X)‏ تصاحبیا قيم أکبر من المتوسط 
بالنسبة للمتغير (у)‏ ء أي أن (, بر - ×) إذا كانت أكبر من الصغر . 
فان (у-у)‏ تكون أكبر من الصفر . أما إذا كانت (, JÄ (х-н‏ 
من (у-у) ОВ жай‏ تكون أقل من الضفر بوجه عام ٠.‏ . 


وعندما تكون قيمة уу)‏ سل ) أقل من الصفر ۰ فإن القيم التي هي 


)35 من المتوسط بالنسبة للمتغير (X)‏ تصاحبها قيم أقل من المتوسط ‏ 


: عندما تكون أكبر من الصفر‎ )* - ну) أي أن‎ (у) بالنسبة للمتغير‎ ٠ 
۱ والعکس صحیح‎ с من 1 | فر بوجه عام‎ Jš تكون‎ (y - H.) فان‎ 


أما 13 كانت قيمة ху)‏ -0 ) مساوية للصفر فان القسیم الخاصة ٠‏ 
بالمتغير (х)‏ » والتي هي أكبر من المتوسط ۰ قد تصاحبها قيم أكبر من" 


المتوسط بالنسبة للمتغير (у)‏ وقد تصاحبها قيم J‏ من المتوسط . 
ويمكن أن يحدث ذلك في حالتين : ٠‏ | 


الحالة الأولسى : هي الحالة التي يكون فيها المتغير (X)‏ مستقلا عن 


المتغير (у)‏ ء أي في حالة عدم وجود علاقة بين هذين المتغيرين ٠ ٠‏ 
الحالة الثانية : هي الحالة التي توجد فيها علاقة بين المتغيرين » ولكن 


هذه العلاقة غير خطية » كأن تكون علاقة قطع مكافئ » وذلك لا يمكننا ١‏ 


(О уу) إذا كانت قيمة‎ (у) و‎ (X) أن نستنتج عدم وجود علاقة بين‎ ٠ 





N 


+ 


Але ء لان العلاقة يمكن أن تكون موجودة » ولكنها‎ iall азба. 


استخدام تحليل التباين : 

يفيد تحليل التباين في الجوانب التالية : 
تقدير درجة الاعتماد على النتائج أو دقتها عند تقسيم اهر ما إلى 
مجموعات نتيجة لتغير عنصر واحد في المتوسط . 
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Significance Level : مستوى المعنوية‎ 


هو درجة الاحتمال الذي تقبل أو ترفض على أساسها النظرية 


الفرضية » والمتبع في الدراسات الاقتصادية هو استعمال مستويين للمعنوية 


مستوی المعنویه ۱ )%١(‏ : يعني أن احتمال وقوع مشاهدة ما في 
المدی (и + jo)‏ هو 18 واحتمال وقوع اگمشاهدة خار ج هذه الحدود 
هو \..)\%( ‚ ۱ ۱ 

مستوى المعنوية (%о)..о‏ : تعني أن احتمال وقوع مشاهدة ما في 
المدى (u + 2o)‏ هو 9645 واحتمال وقوعها خارج هذه الحدود هو 
Фә‏ أو بمعنى آخر هناك 9۵۹۵ من مائة نتيجة فرق حقيقي ٥٠‏ 2 حالات 


۱ 


شم : 


-i 








ثالثا : معامل التوافق : Coefficient of Contingency‏ 
قد يرغب الباحث في إيجاد العلاقة أو الارتباط بين ظاهرنین و صفیتین 
| أو متغير وصفي والآخر كمي . و هناك عدة مقاییس لقیاس هذا لش چٹ 
ЫА‏ منها معامل الافتران ومعامل التوافق وستقتصر عسی آفضسل تا 

المقاييس و هو معامل التوافق » ویمکن تعریفها كالاتي 


حیث : ق = معامل التوافق ' 
ج سر اتف ای E upa‏ جام ل شرت مه 
التكرازات للعمود الواقعة فيه هذه الخانة ومجموع التكرارا ت للصف الواقعة فيه 
هده الخانه . Е‏ 

و الفکر ة لقياس الارتباط بین الظاهرتین تقضي بتقسیم هاتین الظاهرتین إلى 
أقسامها المختلفة وتوزیعها على هذه الاقسام كما هو الحال نحو انشاء التوزیم 
التكراري المزدوج ЕЗ‏ | 


اشلعة а‏ مت هن 





E‏ کا کات 





العمو ` رت هذه ان ومجموج الصف КҮ,‏ نيه АЕ а‏ 











4 ١5 : ٦ ч 0 ۱ | 
| + + — г | У اع کے کا یں‎ 
2 با لنسبه لمستوی‎ 
۱۳ x ۷ ۱۳۰۵ е Үт | 
ار‎ ۸ = 
١ Ye 3 | | 
— + + ١ ы бу! | عه‎ E afa 
EX YY ١١ ۷ ۵ уух Үү Е 90 72 7 
` š i | رجہ : ۱ ۲ :4 ` ا پاپ‎ дт 
Косаи T + ہک‎ ты = الاسعا سے‎ . ^ : А, E 
2 بالنسبه لمستوى‎ 
1۷ x YV ۱۷ ۱ ۵ ۱۷× ۱۳ > 








Ыры: š 
4 صفر‎ o $ TOE T 
ey + — بالنسبة لمستوی الأسعار داع‎ 
را٥‎ = 


2,1٦0٢ = ءر + ۷ ار‎ Y£ + ۰ر‎ . V + آر‎ ۲۸ = T E 





۱ ۲ 





۳ ار ۱ 


ویلاحظ أن معامل التوافق تنحصر قيمته دائما بين الصفر والقيمة 


б 


ری 
+ 

“чалдын” 
G. 





- 


X ق‎ 


` (o: 


Ү 


حیث х5 Ља‏ عدد و9" a+ эы‏ عدد الم متیر 


الاخر . 








“Хо 


ونظرا لاختلاف جداول التوافيق بالنسبة لكل مشكلة فبالتالي يختلف الحا 


الأقصى لجداول التوافيق . 


ولذلك يجب قسمة معامل التوافق ق على هذا الحد الأعلى لتنتج قيمة تعادل 
تقريبا معامل الارتباط . 


وبالنسبة للمثال السابق الحد الاعلی لمعامل التو افق . 





۱ £ 
е V 


وبقسمة معامل التوافق ٣٣٥ر‏ على الحذ الأعلى لمعامل التوافق نجد أن : 
۵ ار + 6.4 = Ot Y Ü YV‏ ۴ 


وهي تعادل قيمة . ر تقريبا 1 


ےت 


يا 


ل ابعا : معامل الار تباط Coefficient of Correlation‏ 
ss‏ تخل io N‏ انعط йш‏ مال للا اا ا 
واختبار معنويته . ومعامل الارتباط هو مقیاس وصفي يقيس درجة 
العلاقة الخطية بين متغيرين . | 
وحسابات معامل الارتباط الخطي البسيط تعتمد على كمية الاختلافات 
لأحد المتغيرين والتي يمكن وصفها بعلاقة خطية للمتغير الآخر . ولا 
تختلف النتيجة فيما إذا كان المتغير الأول دالة للمتغير الثاني أو العكس 
وبالتالی في حسابات معامل الار تا اس Шз айыз‏ وا 
۱ المتغير ين هو السبب Cause‏ وأيهما النتيجة Consequence‏ أو تحديد 
أيهما مستقل وأيهما تابع مثل الانحدار . | 
وتتراوح قيمة معامل الارتباط بين ] - |[<г<+1)+1,‏ -( حیث تل 
القيم 1 + ,1- على العلاقة الخطية تماما . بينما 0 = + تعني أنه ليس 
هناك علاقة خطية بين المتغيرين وان له لايش أنه لا توجسد اور 


رس لے لمعامل الارتباط ۶ قدل على الجزء من الاختلافات في 
أحد المتغيرين التي يمكن وصفها من العلاقة الخطية للمتغير الآخر ؛ 
فمثلاً 0.8 = تعني )0.64 = ( أي أن 64% من الاختلافات في 
المتغير хә‏ يمكن وصفها بالعلاقة الخطية للمتغير ۱ ۰ 


TEN‏ معامل الارتباط تدل على اتجاه التغير في أحد المتغيرين بالنسبة 
التغير في الثاني » فقيمة + تكون سالبة عندما يرتبط التفیسر الموجب 








ХУ. 


ә 
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لأحد العاملين بالتغير السالب للعامل الآخر » بينما تكون ۲ موجبة عندما 
يكون التغير في العاملین في نفس الاتجاه . | 
ويحسب معامل الارتباط من المعادلة : 


У (х- Х) (у-у) /п- 1 соу (х,у) 


R= | = 
۷ 0 . ОТУ" 





У ) ۱۵-۱۰2 (уу)? /n-1 


< )-<( (у-у) x SP 


J хх). وه‎  Ss.sSs 





. استخدامها لا يعني أن آحدهما مستقل والاخر تابع . 


۱ نت الار تباط الخطي البسیط في حالتین *هما : 
-i‏ يستخدم في قياس درجة العلاقة بين متغیرین معروف Lus‏ أيهما الس بب 
۱ وأيهما النتيجة والتي يمكن تعريفها بمعادلة خط الانحدار . 
ب- يستخدم في قياس درجة العلاقة الخطية بين متغيرين ليس معروفا 
بالتحدية. أيهما الست و لیهما النتيحة . 


-YA - 


خامسا : اختبار معنوية معامل الارتب اط 


سبق أن ذكرنا أن r‏ هي تقدير لمعامل ارتباط المجتمع P‏ عندما 0 = 

م فإذا كانت النظرية الفرضية 0 = م : Ho‏ فإنه يمكن اختبارها. عن 
T‏ 

3: ) إختبار‎ - ١ 





" حيث , 8 هو الانحراف القياسي لمعامل الارتباط وهو جنذر تباين Е‏ 
عامل S Б SI‏ 





- نقارن t‏ المسحوبة بقيمة t‏ الجدولية لدرجة حرية. П—2‏ 


۲ - اختبار ۲ : 


r š 
С = ] 2 حيث أنه من المعادلة السابقة‎ 
—[ | 





وبتربيع طرفي المعادلة نصل إلى : 


E ‹°(1-г?) 
п-2 





i 


س 
من هذه المعادلة نجد أن هناك علاقة عكسية بين قيمة معامل الارتباط 
` وعدد المشاهدات المحسوبة منها وقد استخدمت هذه العلاقة لحساب قيم نظرية 
لمعامل الارتباط ووضعت في جداول على مستويات معنوية 05. , 01. لعدد 
من درجات الحرية . | 
وتستخدم هذه الجداول لمقارنة r‏ المحسوبة بقيمة r‏ الجدولية لدرجة حرية 2 n-‏ 


Coefficient of Determination : معامل التحديد‎ 

يعبر معامل التحديد عن النسبة بين التغير المفسر (المشروح) 
Explained Var‏ إلى التغير الكلي Total Var.‏ ويرمز له بالرمز (Г)‏ أي 
مربع معامل الارتباط ويقدر من المعادلات التالیه : 


Explained Ма. = (y-y) 
۲ 2 = ۱ ۱ جم ڪڪ‎ 
Total Var. Ш> 0٦ -yy 
‚ ( حے‎ _ x). 
ری‎ кн == (у-;) 
ia шы J н н аиынан аны = . ЕЕЕ 
= үг. (= уу = ٣۳٣ 


1 . 


وتتراوح قيمة معامل التحديد بين الصفر والواحد الضحيح » أي أن : 





ومن ذلك نستنتج أن : 

-١‏ معامل التحديد يكون مساويا للواحد الصحيح )1 = ( في حالة ما إذا 
كان التغير غير المفسر مساويا iall‏ بمعنى أن التغير الكلي سوف 
يكون مساؤيا للتغير المفسر . وهذا يعني أن جميع نقط الشكل الانتشاري 
تقع تماما على الخط المستقيم . | 
يكون Ый‏ ومارا بالمتوسط الحسابي (у)‏ » بمعنى أن التغيز الكلي يكون 


العلاقة بین الارتباط والانصدار : 


А سح‎ (\-х) (у-у) = ху ' 
к» экы ин ысышы s: ) 
= (x-x) | = х 
Ша یه‎ (X — x) У- у) 95 | ==. (2) 


у‏ = تر (у-уу N=‏ .محر 
When (1) is divided by (2) : |‏ 


Жж = x° Б 5 у!‏ م 


ху 


r 








„тҮз 





وبقسمة البسط والمقام تحت الجذر التربيعي على )0-1( : 


a 


B N تم‎ 


۱ y /n- 


|| 


R Б Ба x /п—1 


مثال : 


: التاليين‎ (x,y) معامل الارتباط ومعامل التحديد بين المتغيرين‎ сына! 


X 3 Э 
Үү 30 25 
КӨ: ہے کے یت‎ 
x 3 3 
x 5 25 
x 7 20 
| و‎ 5 
1 7 _ 10 

تسا 


7 
20 


125 


9 
15 


20 


140 
135 
110 


11 
10 


121 


35 = ۷۱00 = Ху 600 — = 285 ` = Y 0 


100 | 





= == === = l 











` ٣ے‎ 
حك‎ x у 
— xy- п = 
ای‎ > 
ال تا‎ у —( = = «| 
n 
35 x 100 
60= سس‎ 
ka ج3‎ 3 
© -100 ہے‎ - 100 
г= кыз ыз ты s= = -] 


100 40*250 
ویشیر هذا المعامل إلى أن هناك ارتباط عكسي تام بين المتغيرين . 
К2= (-1)” =] ۱‏ 
ویشیر معامل التحدید (2) إلى أن التغير المستقل (X)‏ يفسر 96۱۰۰ من التغیر 


الحادث في العامل التابع )5( بمعنی آن التغير غير المفسر کو 
متناو نا الل 


та е 
الفصل الشالث‎ 
استخدام نمودج الاتحدار العام في قياس‎ 
العلاقات الاقتصادية‎ 


يهتم الانحدار الخطي البسيط بتقدير ثوابت العلاقة بين متغيرين (х)‏ ء (y)‏ 
واختبار معنويتها » حيث يمثل أحدهما المتغير التابع والآخر المتغير المستقل . 
قعند АА‏ العلاقة بين الدخل والاستهلاك فإن الدخل یمشل متغير مسنقل 


والاستهلاك يمثل متغير تابع : 
ويمكن التعبير عن العلاقة الدالية بين المتغيرين بالمعادلة الریاضیة فی الصورة 
التالیه : 


Y =F 0م‎ 

أي أن الدخل (Y)‏ يعتبر دالة للاستهلاك (X)‏ . 

والغرض من تحليل الانحدار الخطي البسيط هو التوصل إلى معادلة رياضية 
خطية يمكن من خلالها تحدید. الخط البياني الذي يصف العلاقة المتوسطة بين 
المتغيرين أو تقدير معادلة انحدار (у)‏ على (x)‏ . 


وفیما يلي د بعض الصور الرياضية التي ن تستخدم لتحليل معادلة الاتجاه العام ° 


۳ الإتجاه العام الخطي : يمكن اختيار الصورة الرياضية المناسبة لس لو 


الظاهرة жа‏ الدراسة وذلك من خلال التوقیم البياني لقیم الظاهرة ودراسة 
شكل الانتشار . فعندما تترکز قيم الظاهرة حول خط مستقيم فان معادلة الخط 


EE 


ийыш)‏ تكوق سی لقصل الصور لتمثيل تلك الظاهرة ء أما إذا كانت هذه النقط 
تنتشر حول خط منحنی » فإن صيغة المنحنى تكون أكثر مناسبة لتمثيل قيم تلك 
الظاهرة . и‏ ۳ | 
ЛО ШШ‏ ین جو ما الط السا КИС‏ في الضوزۂ 
СТАДЫ‏ 


^ 


Yi =a +B xi 


حیت : | 
۰ القيمة التقديرية للمتغير التابع في الفترة الزمنية (1) . 
X.‏ = متغير الزمن „а n | ç‏ .....,1.,.2=[ 


.: عندما تكون‎ (y) الجزء المقطوع من المحور‎ - а 
X = O | | | | 
معدل تغير الظاهرة في المتوسط بالنسبة للزمن (ميل الخط المستقيم)‎ - В 
| يمكن ر‎ Least Squares وبتطبيق طريقة المربعات الصغرى‎ | 
| О: قيم ثوابت المعادلة من خلال المعادلتين التاليتين‎ 


XY - XX. ÈY‏ > م 





n> X° - (Z x) 7 


a = у ۔‎ ВХ... (2) 


>| 
| 

4 

x 





متوسط قيم المتغير المستقل (X)‏ = 


وذلك بتطبيق Е - Test‏ على النحو المبین بالجدول التالي : 


جدول تحليل التباهين 










مصدر التياين 


S.v 
Regression 


jayi | 2)۷- ¥( = 


F — ratio 





| 
BX (x 20 2 = 
MS 
В (> х. ах || š 
È ٠ 


ó 


| Residual 2 06-۷ 
1 7 ۱ 





Ты 


للتعرف على معنوية النموذج نقارن معامل ف (F-ratio)‏ المقدر من 
الجدول السابق بنظيره المتحصل عليه من جدول (F)‏ الذي يحتوي على قسیم 
حرجة عند درجات Аз ум‏ مختلفة وعند مستويي معنوي ١٥٠ر‏ › ١١ر‏ . وقفي 
шй.‏ هام Жа.) ОДА ЫЙ a‏ می шый‏ اا 
وعند درجات حرية : _ (1,8-2) 06 . 


ويتم تطبيق الاختبار كالآاتي : | ۱ 
)\( إذا كانت قيمة (F)‏ المقدرة > القیمة الحرجة الجدولية فإنه لا يمكن رفض 
- الفرض الصفرى (Но)‏ الذي مؤداه أن : | 0 
B=0O‏ .‚ 
(Y)‏ إذا كانت قيمة (F)‏ المقدرة > القيمة الحرجة فإننا نرفض الفرض 
الصفر ی و تفیل الفرض اليديل (На)‏ الذي مؤداد М a‏ 1 





В 2 0 
: وذلك وفقا للمعادلة التالية‎ T - Lest o ۰ 
В В | 
рж киле سے الك حك هه ع ع‎ 
SIN sx ا‎ S Мю. Ёю 
t= 
S5 
Ф قيمة معامل اختبار 7 المراد تقدير‎ = t 


8 = قيمة معامل انحدار baso pi‏ العام) المراد اختبار معنويته.  V‏ 








ж Үзе 


. الخطأ المعياري لمعامل الانحدار‎ - S£ 


ولإجراء الاختبار نستخرج قيمة 6 الجدولية عند مستوى المعنوية . 
المطلوب وعند درجات حرية (n-2)‏ وهي درجة حرية الخطأ (لب‌اقي) » شم 
نقارنها بقيمة t‏ المقدرة من لمعادلة السابقة » ونستنتج E‏ 

(Y)‏ لذا كانت المحسوية > الجدولية ٠‏ نرفض الفرض الص‌فري ونقبسل 
نت الفرض البدیل » أي أن قيمة (B)‏ معنوية dic‏ هذا المستوی . 
(Y)‏ 13 كانت ] المحسوبة < الجدولية : فلا یمکن رفض الفرض الصفري مما 

يعني أن قيمة (В)‏ غير معنوية عند هذا المستوی من مستويي المعنویه . 


مثال (۱) : ۲ 
الجدول التالی يبين تطور كمية الاثتاج من القطن المصري خلال الفترة 


سس سا وس سم 















الكمية 








"| | ъв 


و المطلوب : تعدیر معادلة الإتجاه الزمني العام في الصورة الخطية لمتغير ء 
الكمية المنتجة من القطن والتنبؤ بالكمية المتوقعة حتى عام ۲۰۱۰ . 





NAs 





[2004—11 
(2005 16 [5 [46 |256 [81225 7 
136 [3547 — |32052 _ 799433 | 


Б 


n > xy- ух. Ху. 





on ух? – (У х) 


(16 х 32052) - ( 136 х 3547) 


(16 х 1496) - (136) | 





Ал 


512832 `- 482392 30440 











= | = = 5.596 ` 
23936 - 6 5440 
В = 5.596 | 
У Y | ж 
а= | - В 
n n 
3547 اګ‎ | 
= تسس‎ - | (53,596)( 136) | 
| 16 | 16 


221.688 — 47.566 = 174.122 


É = 174.122 | u 


وعلى ذلك يمكن وضع معادلة الخط المستقيم في الصورة الرياضية التالية : 


Y = 174.122 + 5.596 x 





ويلي تقدیر ثوابت المعادلة اختبار معنوية النموذج ثم معنوية معامل 
" الانحدار ودلك على النحو : ۱ 








عا ف : 


(F-test) ола اختبار تحليل‎ - 


(*) المجموع الكلي لمربعات الانحرافات : 


“TotalSS = EY -( XYY 


n 


2 ~ | 
13107.438 5 تا - 799433 = 


(*) مجموع مربعات الانحدار (التباين المشروع) : 








Regression SS = B? | Ух. (xx) J 
۱ | n 


= (5.596)? С : j 
16 


(5.596)* (340) = | 10647.173 


(*) الباقي أو الخطأ (التباين غير المشروح) : 


| 





` Residual SS = 13107.438 - 10647.173 = 2460.265 


. ثم نقوم بتصميم جدول تحليل التباين على النحو التالي : 









у SS | == S AA ratio 
| یت‎ Гек шетт” 
кы وی‎ 














Toa | |13 107-451 8115. 





F-ratio 7 14( 70 ۱ 
(0.01) 
_ 60.587 > 8.86 





ساسح 
Residual [2460265 [14 175733 | |‏ 
NEE‏ 11۳۳۳ 


,> | ° 
وج نہ 


ادا نرفقعضش الفرضص الصفري » اي ان النموذج معنوي على مستوى معنوية 


۱ ر 


- اختبار معنوية معامل الانحدار ) (B‏ بتطبيق (T - test)‏ 


يتم تطبیق معادلة حساب قيمة (t)‏ التالية : 


В 
ہیں سم ےا تست سح‎ 
5/۲ у 2-58 ху 


1 


ويمكن الحصول على قيمة (5) من جح لتباین h diy ‹ ES‏ بإيجاد Е‏ 


S = ۷ ص‎ 
\ 175.733 = | 13.256 


лә‏ التربيمي لتباين الخطأ » أي أن ؛ 





л. کو‎ 


5.596 
ts 2 
13.256/  \ї496- 136) 
E 5.596 ` 3.396 ۰.۰. ۱ ۱ 
a. ال‎ = ss 77.783 
С 13.256/18.439 олу لبا‎ 
: حيث أن‎ 


t = 2.977‏ 
| | )14( 01. 
بما أن قيمة (t)‏ المسحوبة > الجدولية 


إذا نرفض الفرض: الصفري + أي أن قيمة (B)‏ معنوية على مستوى ١٠ر‏ 


تسا هو تک بالڈکر هنا أنه في حالة الانحدار الخطي البسیط » يمكن اختبار 
уа‏ الصفري [ Но:В=о‏ | مقابل الفرض البديل 2 Ba: B‏ | 
| بطريفتين مختافتين » حيث أن هناك علاقة بين قيمة ()) ومعامسل (F)‏ يعكين 
" صیاغتها على النحو التالي : | 
۱ ہے O SFL‏ 
" وھذا يعني أن مربع متفر العشوائي () بدرجة خرية (V)‏ تتبع تفس توزيع ٠‏ 
لمتغیر العشواتي (Р)‏ بدرجتي О)‏ ,1( | 

La,‏ كانت قيمة (В)‏ معنوية إحصائيا ء ‹ فانه یمکن القول أن كمية الانتاج من 

Oka‏ قد اتخذت اتجاهاً غاما متزایداً بمعدل سنوي معنوي احصائیا بلغ حوالي 





دوہ 


` > 


2 ذلك يمكن‎ Лез. آلاف طن في المتوسط خلال الفترة موضوع التحليل‎ ٦ 
: وذلك على التوالي‎ ٠ Y. 


n U‏ — د 


x ۱ 
| Year НЕ Y= 174.122+5..596х وب‎ = Y = 174.122 +5.596х í 


246. 870 x 
218996 [208 [i9 | 280446 | 





МУУ" اس‎ 


يو ضح الجدول السابق القيم التقديرية لكميات ال حتی عام ۲۰۱۰ » ومنه 
б] ۶‏ المتوقع أن يصل الإنتاج إلى ۲۹٢‏ ألف رطن في عام ٠‏ وذلك 
مع افتراض ثبات الظروف السائدة في فترة الدراسة حتى ذلك العام . 


حساب معادلة الاتجاه العام الخطي بالطريقة المختصرة : 

يطلق على الطريقة السابقة في المربعات الصغرى الطريقة المطولة ٠»‏ 
كين РАД Ады]‏ طريقة مختصره تعتمد علی جمل نقطة اضق في منتصف 
لسلسلة الزمنية بالضبط » وعلى ذلك يكون 0 
K=O |‏ 
ووفقا لهذا الافتراض یمکن إيجاد قيم ثوابت المعادلة الخطية غلى النحو التالي : 


n 2ху- Xx. Уу 


ух)?‏ ) - > م 


وحيث أن = 0 = x‏ > 





مثال (۲) : 
الجدول التالي يبين قيمة الأرباح السنوية لاحدی الشرکات بالالف جنیه 
خلال الفترة (۱۹۸۹ - ۱۹۹۷) . 


Year | 1994 [1995 1996 [1397 | 1998 | 999 [2000 | 2001 | کے‎ 
Profit |57 148 164 |78 |73 180 [90 |88 جو‎ 











والمطلوب : 
)\( حساب معادلة الاتجاه الزمني العام في الصورة الخطية š‏ 


(۳) التنبؤ بقيمة الأرباح المتوقعة عام ۲۰۱۰ 
)٤(‏ التوقیع البياني للقیم الفعلية والتقديرية للارباح . 

















= لاع‎ 334 
B = ۱ ы = 5.57 
Da ` 60 


وعلی ذلك يمكن كتابة المعادلة على النحو التالي : 


Ү=75+557Х 


وذلك على أساس أن سنة الأساس (نقطة الأصل) هي عام АЯА‏ 
وحتى یمکن الاعتماد على تلك المعادلة في التنيؤ يجب إجراء اختيارات 
المعنوية . ` 














2 0 


ولا : إجراء اختبار ف F-test‏ وذلك على النحو التالي : 


| 6م 


Regression B LR 






' Residual 





ویوضح الجدول ای نتائج تطبيق kho‏ 





3 ہے )1,7( :۲ 


وحیت أن Аай‏ معامل ف المقدرة آکبر من القيمة الجدولية . 


ادا النموذج معنوي على مستوى ١٠ر Р‏ 








e‏ ت 








: ЛАУ لمعامل‎ (t) ثانيا : إجراء اختبار‎ 
Е | 
{= - 
9/۱ 2 
557 
t = а 
5.713/\| 60. 
5.57 
5.713/ 7.746 
5.57 
= ۳ 7.547 
0.738 | 


ویک | قد الجدواية ی موی kaya‏ دن Кый‏ 
Е‏ 
3.499 = )7( ہا 


وهي أقل من قيمة t‏ المحسوبة ء الأمر الذي يعني أن قيمة (В)‏ معنوية عند 
مستوی ۱ 2. С‏ 

و علی ذلك فان معادلة الاتجاه الزمني العام لقیم الارباح السنوية یمکن الاعتماد 
- التنبؤ بقيمة الأرباح المتوقعه عام ۲۰۱۰ : 





sf Á. 


ә 


حيث أن نقطة الأصل (سنة الأساس) هي عام ۱۹۹۸ فإننا نعوض عن 


قيمة x‏ بالمقدار . | 
۱ = 1998 — 2010 


۲ 57ہ 75ت‎ X 


>< 
[ 


1 


75 + (5.57) (12) 


` 14184 


أي أن قيمة الربح المتوقع عام ۲۰۱۰ قد قدر بحوالي ٠١١,۸٤‏ ألف جنيه . 
- ويتطلب التوقيع البياني حساب القيم التقديرية للأرباح بمعلومية قیم (×) . 
(ear 1 _1999 | 2000 2001 |‏ 


4 | 3 | 2 1 T 0 T 1| 2 11 3 41 
— 5272 58.29 | 63.86 72.73 |75 | 80.37 | 86.14 | 91.71 | 97.28 


تأخذ معادلة الاتجاه من الدرجة الثانية الصورة الرياضية التالية : 


| 






саг | 1994 | 1995 11996 11997 | 1998 









м 


^ و ^ ہر‎ 
Ү=а+ Вх + B, х? 


حيث | 
ү‏ = القيمة التقديرية للظاهرة موضوع الدراسة . 
a‏ = 


الجزء المقطوع من المحور (Y)‏ عندما تكون : 


X = 0 











9 ы 


“В|, B:‏ يعبران عن معاملي انحدار تی الات 
و ایجاد قیمه نو ابت المعادلة السابقة 45 ,1 يتعين تقدیر معاملاتها في الا 
الطبيعية التالية : 


1 


> Y 009000 yx 


У Ху =Z Sx +В, تيرج‎ + В, У x 

> X`y = а SK +В, Sx +В» Ух! 
ومن هذه المعادلات الطبيعية يمكن إيجاد قيمة ثوابت معادلة الدرجة الثانية من‎ 
المحددات أو المصفوفات 4 ولعل ابسط هده الطرق هو‎ al خلال حل المعادلات‎ 
: استخدام محدد كرامر وذلك على النحو التالي‎ 
СУ МА ај ایجاد المحدد الاساسي .9 هو بشتمل لین معاملات المجاهيل في‎ - 


n y x y x° 
ГА | = >X 2 y x 
تج‎ ۳ У х Ух“ 
: ایجاد محددات المجاهيل الثلاثة وذلك كما يلي‎ - 
۳ 55 5 
Io 2 ух ух 








y Х?Ү у x° y X 





زع 


حيث تم إحلال عمود الحدود المطلقة محل العمود الأول في المحدد الأساسي . 














| n | >? i 
В| = > х уху Хх 
259 Уху Xx 
n > x 2y 
B, = 2 کو‎ > ху 
E УК XY 
¥ 
д = 
۸ | 
А В. | 
B, = 
| اه‎ 
جج‎ 
B, ت2‎ 











a _‏ سے 
5 


مثال (Y)‏ : الجدول التالي يبين تطور قيمة الاستثمارات بالمليون جنيه على . 


مستوى أحد المناطق السياحية خلال الفترة )٠٠١4-١995(‏ : 











[Year 3002 [2005 3664 ] 
اس‎ mi ساس‎ ITE 


والمطلوب : 02 معادلة الاتجاه العام للاستثمارات وذلك بتوفيق معادلة من 





المعنوية تنبأ بقيمة الاستثمارات المتوقعة عام ۲۰۱۰ مع افتراض ثبات 
لظروف الحالية على ما هي عليه حتى ذلك العام . ۱ 

لقد أمكن التوصل إلى المعادلات الطبيعية الثلاث الممثلة لمعادلة الدرجة 
الثانية ٠‏ والتي آمکن الاعتماد علیها في ایجاد قيمة الثوابت وهي : 


Y = nB + Ву x + Ву ¥ 
УХ y = 87 х + ی8‎ x T В, 2 x 
XX y= B> x + В, хх! ۲ В, Уух“ 


ويمكن تطبيق الطريقة المختزلة والتي تعتمد على جعل : 





O _ 


е 


| في اختصار العمليات الحسابية وذلك غل النحو التالي K‏ 


> y = n B, + В» У х? 
Zxy= B ух? 
У х'у= B, > x° + В, Sx 





: في المعالات المختزلة‎ саз 


эһ, ков, | ә"‏ ۔ 792 ۔ 
В | (2)‏ 60 = 278 
Bo+ 708 В, (3)‏ 60 =.4882 





4882 


4682 





من المعادلة )2( 1 





60 
من المعادلة ٠: )١(‏ 5 1 
В,‏ 60+ 9 = 
بقسمة طرفي المعادلة على (3) : 


3 Bo + 20 В» 


= 264 - 20 В, 
= 88 ۔‎ 20 В, 
۴ 


: في المعادلة )3( ينتج أن‎ (Bo) بالتعویض عن قمة‎ ٠ 


= 60088 - 2. В,) + 708 В? 


= 5280-400 В, +708 В, - 


398 = 308 В, 


= 8 = | 9 ۳ 
308 - 





اڈ 


وبعد تقدير قيم ثوابت المعادلة یمکن وضعها في الصورة الرياضية التالية : 
Y = 966 + 4.63x - 1.29 x `‏ 


كما يمكن استخدام محدد كرامر لحل تلك المعادلات الختزلة وذلك على النحو 














60 و | р‏ 
A | = = 2772‏ | 
708 60 
| 60 792 | 
Bo | = = 267816‏ 
708 4882 
792 وا 
В, | | = 3582‏ 
4882 60 
_ 26816 ۔ کس 
i 2772 |‏ 
2 - ^ 
В, 2772 > 0‏ 
يتم صياغة المعادلات الطبيعية في صورة المصفوفات وذلك على النحو 
. التالي : | 











192 ۲۷۰ 0 60 Bo 


278 | = |0 60 0 8 
4882 60 0 708 В, 
ху = (кх) (В) 
н ۱ تک ح۰‎ 
(В) = (кх) (ху) 


- وعلى ذلك يتعين إيجاد معكوس المصفوفة كالاتي : 


| А | = 382320 - 216000 = 166320 


42480 0 - 3600 
С = 0 2772 0 
- 3600 0 540 


وهی تمثل المصفوفة المجاورة لأنها متمائلة . 
ویقسمة عناصر а АЕ А Ыы‏ احص كل گرا кш ы‏ 





42480 0 - 3600 














051 - 














166320 166320 
2772 0 
16630 
- - 0 0 540 
166320 ۲ ` 166320 
-3600 N (792 
, \ | 
166320 
2772 کت‎ 
— 0 | |278 
166320 | 
540 | |4882 
0 
166320 
B, = 4633 В, = 1292 


وهي نفس النتائج التي تم التوصل إليها سابقا . 














- اختبار معنوية النمودذج F- test‏ 





> G 
۳88 = ху سک‎ 
= 72520- (705) = 2824 
9 | 1 


> 


Regression S.S = B, و‎ y + В, y xy + B; y х? -ny 


= (96.615) (792) + (4.633) (278) + (-1.292) (4882) 
-09) (7744) 
` = 76519.08 + 1287.974 - 6307.544 — 69696 





Reg. S.S. = 1803.51 


TSS dfms [Erio] 


ion | 1803.51 901.755 
| HI کک سس‎ о 


2824 | 





Е. (2,6) = 4 


5.302 > 5.14 


- إيجاد معنوية معاملات الانحدار الجزئية : T – test‏ 


| Г О 2 
Var (В) = (х х) ٩ = CS 

















5° = Residual Mean Squares 


S = 170.082 
S Cu S G S Cy 
Сее 15.6, S C S C 
s? Cao гс Col SOs 
43.441 0 > 3.681 
Var (B)= | 0 2.85 0 
- 3.681 0 0.552 


“B; : 1 E ۸ = || = 14.659 
K ۱ Var (Bo) 43.441 ۱ 


ГИ В, 4.633 . 
оа === = m زود دب‎ 
۱ ° {уа (В Ч 2.835 

В, - 10292 








1.739 - = = 5 = 1: و8 
i N Var (B>) N| 0.552 |‏ 


Tos (6) = 2.447 : من الجدول‎ ٠ 








- 8ه 


وبمقارنة قيم (t)‏ المقدرة للمعاملات الثلاث بتلك القيمة الجدولية يتبين : 
)*( معنوية كل من Bo , В,‏ 


)**( عدم ثبوت معنوية В,‏ على مستو ی ۵ مر . 


لذا فانه لا يمكن الاعتماد على معادله الدرجة الثانية في التنبؤ ومن ثم 
فان بيانات الاستثمارات توافقها معادلة من الدرجة الأولى وبالتالي یمکن 
الاعتماد في уыш‏ (أي معادلة الدرجة الأولى) . 





. الفصل الرابع 
әш).‏ من خلال تحليل الانحدار المتعدد 


ترجع أهمية تحليل الانحدار المتعدد إلى أن معظم الظواهر 
ااقتصادية أو الإدارية أو الاجتماعية لا تتوقف قيمة المتغير التابع فيها على 
کر سکل و اد » بل على العديد من المتغيرات المستقلة » فعلى سبيل المثال 
فی محال التحلیل الاقتصادي للطلب علی الخدمه شاد لا یتوقف فان 
سعرها فقط » بل یتوقف على عدة عوامل أخرى منها مستوى دخول 
السائحين ۰ أسعار الخدمة السياحية المنافسة و كذلك أذواق السائحين واستقرار 
الأوضاع السياسية والاجتماعية وما إلى ذلك من العوامل . 


ويمكن صياغة نموذج الانحدار الخطي المتعدد في الصورة الرياضية 


التالية : 
Хп)‏ ‚ ےم е ЖЕЛЕР‏ 
ولغرض تبسيط العمليات الحسابية ء فاننا نة ушш‏ على علاقة انحدار 
التالی: | 
(xy, X2)‏ 1 = ۷ 


وعلى ذلك فإن معادلة الانحدار الخطي المتعدد الممثلة لتلك الدالة تأخذ الصورة 
الرياضية التالية : | 





Асы 





Y =B + В, xı +В, х, 


القيمة التقديرية للمتغير التابع `` Y=‏ 
المتغيران المستقلان المؤثران على العامل التابع = (хь, х)‏ 
معالم معادلة الانحدار الخطي المتعدد (Bo, В|, В»)‏ 


Bo = Intercept | ۲‏ 
وهي الجزء المقطوع من المحور الرأسي (у)‏ عندما : 
Xı, Х, = 0‏ 


معامل الانحدار الجزئي | .۰ (YX)‏ .= 8 | 

وهي تعني انحدار المتغیر التابع (Y)‏ على المغیر (Ху)‏ مع افتراض ثبات 
. المتغیر المستقل الاخر (Xa)‏ عند مستوی معين . لذلك نجد أن هذا المعامل 
يقيس التغیر في (Y)‏ نتيجة تغیر (XI)‏ بوحدة واحدة مع مہات (X2)‏ عند 
مستوی معین . ویکتب المعامل بصورة صريحة كالاتسي : 


B, 1.2 


معامل الانحدار الجزئي B, = (YX)‏ ۱ 
وهي معامل الانحدار الجزئي لانحدار المتغیر التابع (у)‏ على المتغير المستقل _ 
(Xa)‏ مع افتراض ثبات (x1)‏ عند مستوى معین ‏ أي أن الصورة الممثلة لذلك 
. المعامل هي : | 1 
B 1‏ 








1۲ - > 


. ویمکن اعادة صياغة معادلة الانحدار الخطي المتعدد في الصورة الرياضية 


рУ : التالية‎ 
x = Ве + Byı..2 Хі + В, | x; 


ويتم تقدير ثوابت (معالم) المعادلة بتطبيق طريقة المربعات الصغرى Least‏ 


: والتی تتميز بالخاصيتين التاليتين‎ Squares Method 
n 


п | 1 
= ١ R | | 
{ = (у; = у()2 Is Minimum (2) 


n n ۱ 
| O'i = (Yi - Bo - Bı xı - В, x2) min. 





[= ] [= 1 
جم‎ A A ۱ 

A =-2 У (у ‹-Во- حرظ‎ B; × з) = 0 (1) 
Ò Éo | 


Ose? 


` =-2 82 (уї-Ву-Вүх—В›х›)=0 (2) 
m 


Фе 3 


T2 h (yi-Bo-Bıxı-B2x2) =0 (3)‏ ود 




















EAN 


وبقسمة طرفي المعادلة على (2-) مع إجراء العمليات PER EE E‏ 
المعاملات الثلاث التالية : | 

ZY = nBo+Br X xi + В, 2, Хэ 

۶2۱۷ В, > xı+B, F x, +В» р 

Уз Х,у,=Вуух» + B, E x) x; +В, Sys 


وهذه المعالات هى المعادلات الطبيعية التي يمكن الاعتماد عليها في 
تقدیر قيم ثوابت الدالة بأي طريقة هن طرق التقدیر الإحصائي . ۱ 


طريقة محدد كرامر : ۱ ۱ 

تعتبر هذه الطريقة من أبسط طرق التقدیر التي یمکن اس تخدامها 
للحصول على قيمة المجاهیل الثلاته . ۱ 

وفیما يلي توضیح خطوات تطبیق تلك ТАБЫ‏ 





М 2 Х| > Х) О 
А | г 
| | = У, Х| 3 ху 3 XIX المحدد الاساسي‎ 
جات‎ © У, ×× X x 
^ >Y xx Èx 
B = : A 
° XY | > х? УХ X? (В,) محدد‎ 
| | ۰ 


> Xoy È ху Ух, 














МЕ ж 





محدد У у yx | (В)‏ لا 
LEX > ۷ > X IX;‏ ۴ 
y Xo > X,Y > х.‏ 
n 2 x Ху‏ 
X, 0 У ху ^‏ 5 = 
محدد DE ۱. 2۷ (B2)‏ 


وبعد ذلك يمكن تقدير قيمة المعالم الثلاث على النحو التالي : 





_ |в,] 
Bo = 

|А | 
قا‎ 
ام‎ 
~ IK] 
B2 











8: 


طريقة انحرافات المتغيرات عن أوساطها الحسابية: 
من المعروف أن انحرافات القيم عند متوسطاتها الحسابية تساوی 
0 = رو چا | (x, - XI)‏ 2 


2 (Xo - X2) 2. 2 0 


وفي هذه الحالة نکون قد نقلنا نقطة الأصل بالنسبة للمعادلات الطبيعية الثلاث 
السابقة من النقطة )0,0( إلى النقطة (хү, X2)‏ » ویترتب على ذلك أن ینخفض 
عدد المعادلات الطبيعية إلى معادلتین فقط في صورة انحرافات عن الاوساط 
الحسابیه : 
У ۱۷ - B, XX +В, ۶ ۱ 2‏ 
2 4 
+В, 7‏ رز XY = Bı Уу‏ > 


ومنها يمكن إيجاد قيمة المجاهيل باستخدام محدد كرامر : 


А У у _ 
بي ا رتا‎ Y 
n 
| > x > در‎ 
۸ | 
| > XiX > y 




















> Юу ХХ, 
2 | 
Al ZX تج‎ УХУ 
В» 5 ۱ ۱ u 
5 > р» | 7 
7 ES Х X2 ۸2 ۲ 8, | 
В; = = В» T 
ТАТ ۸ | 
Ү = Во+В х + مز رط‎ 
Y = Bo + Bı (xı — xı) +B; (x2 - x2) 


طريقة المصفوفات : | | 

يمكن استخدام المصفوفات في حل المعادلات الطبيعية الثلاث وإيجاد 
قيمة ثوابت الدالة الانحدارية . ويتحقق ذلك من خلال صياغة المعادلات 
الطبيعية الثلاث في صورة المصفوفات وذلك على النحو التالي : 


2 


№ 2 ۱ Ex || É, 

„Ху È Х| ۱ УХ 2 62 В, | 
| 2 ` 

22 ل1‎ У X Yx] x2 У х | В, 





| Солу. 


(хх) (В) 


х у 


(xx) (xy) 


00< 
| 


مثال : . 
الجدو ل التالي بسن الدخل 07 ي و عدد سنو ات 7 ә‏ وعدد الدور ات 
لتر ريبية لثمانية من العاملين في قطاع الخدمة الفندقية . 


32% 356 36 76[ 2 سس 





المطلوب : 
)١(‏ تقدیر معالم دالة الانحدار الخطي المتعدد . 
(Y)‏ اختبار معنوية النموذج الانحداري 
(Т)‏ اختبار معنوية معاملات الانحدار الجزئية . 
)٤(‏ التنبؤ بأثر زيادة عدد سنوات الخبرة إلى ۱۲ سنة » وزيادة عدد الدورات 
التدريبية السنوية إلى ٠١‏ دورات على متوسط الدخل الفردي للعاملين في 
هذا القطاع . 





ЕЛА 


: الل‎ 
REA amn ala ETE 


[> 





5 
7 
هر 
| حل ! 
ж,‏ 


Е. 
i i ۱ 
فا‎ 3 





E E та 
S 





Kusan 
1 
m 
1 
ч 


-d 


کا 5 
= 


Em ICE TT e TEE 


[үз = Кы x= 
310 


ونقوم بعد ذلك 0-1 في المعادلتين ERT‏ التالیتین 1 


ZX Y= B Exi +В, ууу» 
È ول‎ Y= B, SXi% +В, y ¥ 
880 = 20B, +21 É, 


218, +40 B; 


1470 


وباستخدام محدد كرامر يمكن إيجاد قيمة كل من Bı, B;‏ 


а a 


20 21 














"i = 800-441 = 359 
21 40 
880 21 
Ë 3 = 35200- 30870 = 0 
1470 40 
| 20 880 
В, = | = 29400—18480= 10920 
2] 1470 
^ 43 
Б, = _0 = 12.061 
359 
| 10920 ٦ 
В, = — „30418 
359 
1 y Y 


у= 30‏ جس ہے 8 





Y = 310 +12.061 у +35.418 ور‎ — 
= 310 + 12.061 (xı – xı) + 30.418 ) x; — xə) 
= 310 + 12.061 (xı – 8) + 30.418 (o — 4) 


= 310 +12.061х1 - 96.488 + 30.418 х2— 121.672 


= 91.84 + 12.061 х! + 30.418 х, 





اختبار معنوية نموذج الانحسدار المتعدد : 
يلي تقدير معالم دالة الانحدار الخطي المتعدد اختبار معنوية ذلك 
النموذج من خلال تطبيق اختبار F-test‏ . 





2 
TSS= تراج‎ . 2 Y 
. n 
| (24902 
= 824800 = —— — =65000 


Regression 9.5 < È вг — XI) + B; (x2 | 
= È Е + В, о | 


Reg. S.S. = اھ‎ у ور > وق 25+ ثر‎ +É, Еу, 











0 دا 
Reg. S.S.=(12.061)%(20)+2(12.061)(30.418)(21)(30.418) (40)‏ 
Reg. S.S =  553228.146‏ 


Residual SS = 6 





Fo (2,5) = 13.279 


ومن الواضح أن قيمة (F)‏ المقدرة أكبر من نظيرتها الجدولية على مستوى 


اختبار معنوية معاملات الانحدار الجزئية : 
بعد ثبوت معنوية النموذج من واقع تطبيق اختبار ۴ ۰ فإنه يجب اختبار 
معنوية معاملات الانحدار الجزئية وذلك بتطبيق اختبار (t)‏ وذلك وفقا للمعادلة 


: التالية‎ 
В, 
t = 
Sg 
5в = Standard Error of (Ву) 








ENN 


۹ 


ویمکن تقدیر الخطأ المعياري في مثالنا هذا وذلك وفقا للمعادلتین التاليتين : 





5 
=s‏ = جححتِ ۰۳ 300 
سح 
"Е А (Z Xi X2) 2‏ 
E‏ 
SB‏ 
š‏ 5 
a А‏ 
Xu 2)‏ ( | 
وج سح 2 2 
21 
وبالتعويض فی هاتين المعادلتين نحصل على النتائج التالية : 
2وی 11 ` ` 11.592 | 
9 ع سس = = ٩0,‏ 
N| (21)? 2.996‏ 
20 
40 
11.592 11.592 


бв = ———— = ———— و‎ 6 


\ | )21۳ د‎ 4.592 
40 —Ə | 


20 
1261 8 | 
i = = 3.117‏ = ما 
3.869 و 














«ҮЙ 





В2 30.418 
تھا‎ = К ж з= g 


2.571 =)5( یا 


وحيث أن قيمتي اها , tí‏ > الجدولية على مستوى معنوية 5٠ر‏ ء فإن ذلك 
يشير إلى معنويتهما إحصائيا . | 
ыш‏ بأثر زيادة سنوات الخبرة إلى ۱۲ سنة وعدد الدورات التدريبية إلى عشر 


۰ ای‎ ٩ 


Y = 9184 +12061х{+30.418х2 
= 91.84 + 12,061 (12) + 30.418 (10) 
= 91.84 + 144732 + 304.18 

Y = 540752 


أي أنه من المتوقع أن يصل الدخل الشهري إلى حوالي Of)‏ جنيها في 
نطو | 





Nio | 1 TN 
الفصل الخامس‎ 
اختبار الفروض الإحصائية‎ 


Testing the Statistical Hypotheses 


يعتبر اختبار الفروض الإحصائية الخطوة المنطقية التالية للتقدیر ‏ 
حیث قد يهتم الباحث باختبار معنوية بعض المعالم التي حصل عليها من عملية 
التقدیر . فنظر | لأن معالم المجتمع уе Parameters‏ معروفة للباحث » فإنه 
یقوم بإجراء التجارب أو الاستبیانات الاحصائية لتقدیر إحصاءات مختلفة 
5 من العینات » وبعد ذلك پستخدم الباحث احصاءات العينة في 
مخاولة تقدیر معالم المجتمم ء كما قد یکون الغرض من تقدير الاحصاءات هو 
اختبار نظرية معينة م بضعها الباحث ثم یختبرها ۰؟ وعلی ذلك یعتبر اختبار 
الفروض الاحصائية من آهم الموضوعات في مجال اتخاذ القرارات 


.Decision 


النظرية الفرضية (فرض العدم) Null Hypothesis‏ 
يقوم الباحث بفرض نظرية معينة ثم يختبرها عن طريق التجارب أو 
جمع المشاهدات للتأكد من صحتها وعلى أساس النتائج يرفض أو يقبل 
النظرية . هذا وقد سمي بفرض العدم لأن الباحث يضعه على أساس أن 
يرفضه . فمثلا إذا أرد الباحث أن يقارن صنفا جديدا من سلعة معينة بنظيرتها 
التعليدية » فإنه یضع فرضية فحواها : "عدم وجود فرق جوهري أو معنوي بين 
الصنفين" . ويرمز له بالرمز ‚Н:‏ 








5 5 уе 
Alternative Hypothesis : الفرص البديل‎ 
وهو الفرض المقابل لفرض العدم » ذلك أن رفضنا لفرض العدم یقودنا‎ 
وعلی ذلك یتمتل الفرض‎ . На: إلى قبول فرض بدیل عنه ویرمز له بالرمز‎ 


البدیل في وجود فرق معنوي بين الصنفین موضوع المقارنه . 


آنواع الأخطاء التي نتعرض لها عند إجراء اختبارات الفروض : 
(hs‏ النوع الأول : Туре I Error‏ 

يقع الباحث في خطأ النوع الأول إذا رقن فرض العدم عندما يكون 
صحيحا . 
خطأ النوع الثاني : Type U Error‏ ‚ | 

يقع الباحث في خطأ النوع الثاني إذا قبل فرض العدم عندما يكون 
„шша‏ | 

ويمكن توضيح ذلك في الجدول التالي والذي يعرض العلاقة بين القرار 






| Туре П Error 


a F jasses‏ — سد 











Сы „з 


Level of Significance : 4, ی المعنوية‎ Jma 

ا كدري عدف المعنوية على أنه درجة الاحتمال الذي على 
أساسه يتم رفض.فرض العدم (H)‏ عندما يكون صحيحا . أو بعبارة أخرى هو 
احتمال حدوث خطأ من النوع الأول » ويرمز له بالرمز (a)‏ أي أن 


P (Type I Error) . 
P (reject Ho | Ho Is True) . 


نم 
| 


1 


وتجدر الإشارة إلى أنه في معظم العلوم التطبيقية يتم استخدام مستوى معنوية 


الفروق بين معالم المجتمع وتقديرات العينة حقيقية وكبيرة بحيث للا يمكن ان 
تعزی إلى الصدفة . ويعني مستوى المعنوية ٠٠ر (%о)‏ أنه من المحتمل ان 


ترفض فرض العدم (Ho)‏ وهو صحیح خمس فرص من مائة فرصة + أي آننا 
واثقون من قرارنا 3 بنسبة ©9646 بأنه قرار سليم . L.‏ مستو ۱ ى المعنوية ۱ عر 


)\%( فهو يعني أنه من المحتمل أن نرفض فرض العدم (Ho)‏ - بالرغم مسن | 


صحته - فرصة واحدة من مائة فرصة » أي أن احتمال الوقوع في خطأ في 
кы‏ 6۱ وان الاستنتاج يكون صحيحاً بدرجة A‏ 
:4% 


ҮҮ Т‏ سم رغم أنه خاطئ ؛ فالتا نکون قد وقعنا في 
درم تی شر با أي أن : 








° „үү 
В =P (Type I Error) 
= Р (accept H, / Н, is falser) 


العلاقة بين ШАЛ‏ الأول والخطأ الثاني : یمکن توضيح العلاقة بين الخطأين 
(ألفا ء بيتا) كما يلي : 


مع تبات حجم العينة فإن احتمال الخطأ الأول لا یمکن خفضه دون 
زيادة احتمال الخطأ الثاني في نفس الوقت ِ 

مع ثبات حجم العينة فإن احتمال الخطأ الثاني للا бз a е‏ 
زيادة احتمال الخطأ الأول في نفس الوقت . 

كيك Шы Juss‏ الثاني صغیرا كلما زاد الفرق بين الوسط الفرضي 
والوسط الحسابي الحقيقي للمجتمع . О‏ 

مع ثبات احتمال الخطأ الأول فان احتمال الخطأ الات سینخفض کلما 
زاد حجم العینة. 

٠‏ مع ثبات احتمال الخطأ الثاني فان احتمال الخطأ الأول مینخفض كلما 
زاد حجم العينة. | 
يمكن خفض احتمال الخطأ الأول والخطاً الثاني في نفس الوقت للدرجة 
المطلوبة بزيادة حجم العينة بدرجة 2 كافية . 


(`) 


Power of the test قوة ة الاختبار الاحصاني‎ 


یمکن تعريف قوة بر 6 مقدرة ود یس شاف 


هد سن aE‏ 


Power of the test = Т – В 











سس س ا n‏ 


۔۸ ۷۔ 





| يد أن هناك علاقة بين Ад‏ (8) وقوة الاختبار مؤداها أنه 
كلما قلت قيمة а) (B)‏ الاختبار . 


منطقة الرفض : Rejection Region‏ 
تعرف منطقة الرفض بأنها تلك المنطقة التي إذا وقعت داخلها قيمة 
الاختبار الإحصائي ‹ فإنه یتم رفض فرض العدم (Ho)‏ . 
منقطة القبول : Acceptance Region‏ ` 
- تعرف على أنها تلك المنطقة التي إذا وقعت قيمة الاختبار الإحصائي . 


داخلها » فإنه يتعين قبول فرض العدم (H,)‏ . 


' وعادة یتم مقارنة قيمة الاختبار الاحصائي المحسوب من العينة ¿=a‏ 


قيمته المستخرجة من توزیعھ4 الاحتمالي (جداول خاصة) ç‏ و دلك للوصول إلى > 


قرار رفض أو قبول فرض 


أنواع الاختبارات 
هناك ثلاث АЕ‏ الاختبارات هي : 
(Y)‏ اختبار الطرف الأيسر : . Left side test‏ 
۱ يتم إجراء هذا خر دما يكون فرش العدم (EO)‏ هو 
Ho M = Mo‏ 
сай,‏ ردیل э-э‏ | ملاک H,‏ 











ма | 


حيث : Mo‏ = قيمة توقع المجتمع » ويعتبر اہن ي 


من بيانات عينة مسحوبة من المجتمع حجمها (п)‏ 


ويمكن توضيح ذلك الاختبار في الشكل البياني التالي : . 





فإذا كانت قيمة (Z)‏ المحسوبة أقل من القيمة (x)‏ المستخرجة من جدول 


الفرض . أما إذا كانت (2) أكبر من (x)‏ فإننا نقبل الفرض . 


اختبار الطرف الأيمن : Right Side Test‏ 
يتم إجراء هذا الاختبار безе‏ یکون : 5 
فرض العدم H, : M= M, КИИН‏ 


H:M>M, ` e لفرض این‎ 


وذلك كما هو مبين بالشكل البياني التالي : 


۲) 





فإذا كانت قيمة (Z)‏ المحسوبة أكبر من قيمة (Y)‏ الجدولية عند مستوى 
المعنوية المحدد نرفض فرض العدم (Ho)‏ . أما إذا كانت (2) أقل من 
(Y)‏ الجدولية نقبل فزض العدم ٠‏ _ | 


Two Tailed Test : اختبار الطرفين‎ (Y) 


يجري هذا الاختبار عندما يكون : u‏ | 
| ہرد مد H‏ 
Mo‏ ٭ H, М‏ 


ویمکن توضيح ذلك في الشكل البياني التالي : . 


۱ منطقة الرفض .| 








0 -А\. 


ومن الملاحظ أنه في هذه الحالة فإننا نقبل فرض العدم (He)‏ 15 كانت 
قيمة )2( المحسوبة © بين (X, у)‏ المستخرجة من الجدول مع ملاحظة 
ЕТ.‏ 

Ү = ×‏ 
لان التوزيع متمائل . 


كما نرفض فرض العدم إذا كانت قيمة )2( تقع خارج (Х.У)‏ 





-АҮ. 
بعض نملاج اختبارات الفروض‎ 


أو У‏ : الاختبارات المعلمية : Parametric Test‏ | 
رس الاختبارات المعمية К,‏ تعالح مسائل ذلت علاقة بمعسالم 

لتوزیعات الاحتمالية مثل الوسط الحسابي (М)‏ والتباین (6') وسوف 

نتتاول فیما يلي بعض gila‏ هذه الاختبارات : 


: اختبارات الفروض الاحصائية للقيمة المتوقعة (المتوسط) للمجتمع‎ (v) ٠ 
فإذا‎ (в) وتباین‎ (М) من مجتمع يتوزع توزیعا طبیعیا بتوقع‎ 
معلومة » فإن اختبارات الفروض الإحصائية المتعلقة‎ ("o) كانت‎ 
أي توقع لمجتمع تعتمد على توزیع المعاينة للمتغیر‎ (М) بقيمة‎ 
يتوزع‎ (х) أي الوسط الحسابي للعينة » وحیث أن‎ (х) 
۱ g- ظ‎ | | | z > : | z £ 
(N ۲ ) وانصراف معياري‎ (M) توزيعا طبيعيا بتوقع‎ 
وحيث أن قيمة (6') للمجتمع معلومة » فإنه يمكن تطبيق الاختبار‎ 
| .: التالي‎ 





` X-M 


“ш 


7 








-AY- 


نے ل š‏ 


وهذا المتغير عبارة عن متغير عشوائي يتبع التوزيع الطبيعي المعياري 
ويمكن استخدام هذه النتيجة في اختبار الفروض الإحصائية المتعلقة بالقيمة 
المتوقعة للمجتمع وذلك بإتباع الخطوات التالية : | 
. نبدأ بتحديد فرض العدم (Но)‏ . 
- تحديد الفرض البديل » ومنه يتحدد نوع الاختبار واتجاهه (من 
طرف واحد أو طرفين) . 
- تحديد التوزيع المشتخدم في الاختبار . 
- تحديد منطقة قبول أو رفض فرض العدم ء أي بمعنى آخر تحديد مستوى 
المعنوية ء والذي يحدد الحدود الفاصلة بين منطقتي القبول أو الرفض بناء 
على نوع الاختبار ونوع التوزيع المستخدم . | 
- یتم تقدیر قيمة الاختبار الإحصائي من واقع بيانات العينة وبناء على قيمته 
| يمكن تحديد قبول أو رفض فرض العدم فإذا وقعت قيمة الاختبار 
الإحصائي المقدر من العينة في منطقة الرفض نرفض فرض العدم والعكس 
" صحیح ومما هو جدير بالذکر أنه حتى إذا لم يكن توزيع المجتمع الاصلي 
يتبع التوزيع الطبيعي » فإن توزيع (Z)‏ في هذه الحالة يؤول إلى التوزیسم 
الطبيعي المعياري إذا كان حجم العينة كبيرا أي آن : 30 < п‏ 


| مثال (۱) : تقوم إحدى شرکات صناعة مساحیق الغسيل بتسويق منتجاتها في 
عبوات سعة كل منها ٥‏ كيلو ТУЧ‏ ا سار ان اكوم كين МЕ‏ 
تکررت شکوی المستهلکین من وجود نقص في وزن العبوة عن الوزن المقرر . 
لذا فقد قامت ادارة حماية المستهلك بوزارة التموین باختبار الفرض الذي مؤداه 
أن متوسط وزن العبوة يساوي ۵ كيلو جرام مقابل الفرض البدیل أن العبوات 











N= 


E‏ أقل من 5 كيلو جرام.. وعلى ذلك قامت الإدارة باختيار عينة 
عشوائية من ٠٠١‏ عبوة » وتبين أن متوسط الوزن الصافي للعبوة في العينة 
يساوي EA‏ كيلو جرام » مستنداً إلى بيانات العينة المسحوبة من المجتمع هل 
ترى أن المستهلكين لهم الحق في شكواهم من نقص الوزن الصافي للعبوة . 


Ho: M>5 | : فرض العدم‎ 


H: М<5 О: Jal а 


Х-М 


O Nn | 


| ДЕБ _ - 0.2 
Ес 0.5 [100 0.05 


ومن الملاحظ أن (Z) Ала‏ المحسوبة تساوي (4-) تقع في منطقة 
الرفض وذلك على مستوى معنوية 965 . وعلى ذلك فإننا نرفض النظرية 
الفرضية بأن متوسط وزن العبوة يساوي о‏ كيلو جرام ونقبل الفرض Jad‏ 
الذي olaga‏ أن متوسط وزن العبوة يقل عن ٥‏ كيلو جرام » ومن ثم فإن 
المستهلكين لهم الحق في شكواهم ويمكن تصوير ذلك بيانيا في الشكل التالي : 


7 = 





-۸۵۔ 





-4 -1.645 о. 
القيمة الحرجة القيمة المقدرة‎ 


خف أن )0.05 = 6 з,‏ القيمة الحرجه في الجانب الأيسر 
= 1.645 سه من جدول (t)‏ . 


ب- عندما يكون تباین المجتمع الأصلي )0°( مجهولا : | 
نظراً لن تباین المجتمع غير معلوم فان الاختبار الإحصائي (Z)‏ لا 
يصلح للاستخدام في اخنبار الفروضص الإحصائية » ولكن يستخدم اختبار 
Ya (T)‏ منه . وفیما يلي معادلة الاختبار : 

2 - M 5 
нене x ا‎ 


S/ N| n 


وفی هذه الحالة نستخدم تباین العينة (S?)‏ ويتم تقديره وفقا للمعادلة 





S = 











۔۸٦-‎ 


وذلك كتقدير غير متحيز لتباين المجتمع . 


مثال (۲) : من المفروض أن يقوم أحد مصانم إنتاج المواد الغذائية 
المحفوظة بإضافة ٠١‏ ملليجرام من مكسبات الطعم لكل علبة من 

as‏ 06 سی G Qu бы с‏ كني مين" 
إنتاج هذا المصنع » وتم تقدير كمية المادة المضافة لكل علبة » وكانت 
نتائج العينة على النحو التالي : | | 

| 11 ,11 ,11 ,13 ,10 ,11 ,12 ,9 
والمطلوب معرفة هل يختلف متوسط العينة المقدرة عن الكمية المفروض 
إضافتها من هذه المادة باحتمال 96۵ . 


الحل : _ 


X - т ۱ 
Т سب‎ 0 - 160 


s/N n 


. ولتطبيق تلك المعادلة يتعين أولا تقدير کل من متوسط العينة وتباينها 


EX 88‏ 
(۱) تقدير متوسط العينة : 11 = а‏ وس 





وذلك على النحو التالي : 





-AV.- 


هه 
ی 


: (S) تقدير الانحراف المعياري للعينة‎ (ч) 
S =N و‎ Х?-( Ex}? 
n 
n- Í 





. XE= 81 + 144 + 121 + 100 + 169 + 121 +121 + 121 


> X= 8 
978-968 —“ 
EEE = | 1.42857 = 1.195 
7 | 
x-M 
T = —— مس سس‎ 
۹/۱ n 
11-10 | l 
‚= 





1.195۸8 1419520828 042 


to(7)= 236 , + Е Ми ЧИ 


کر سو نت ہیں ۰ 


أن الكمية المضافة فعلا من المادة لا تتساوى مع الكمية المفروض 
إضافتها . НИ‏ 





-AA- 


مثال (т)‏ : تشير إحصاءات إحدى الدول النامية إلى أن متوسط السدخل 
الفردي الشهري هو ۲۰۵ دولار » غير أن صندوق النقد الدولي يزعم أن 
المتوسط يقل عن ذلك المعدل » و لاختبار مدی صحة هذا الز عم ففد تم 
سحب عينة من ۳۰ مفردة من هذا المجتمع » ومنها تم تقدير متوسط 
الدخل الشهري والذي بلغ ۱۹,۵ دولار > بينما قر تباين 
العينة بحوالی ۱۹١‏ . والمطلوب اختبار مدى صحة الزعم 


المذکور . 

۱ ۱ Е : الحسل‎ 

М =205 Х=164.5 82-196 n=30 
Н»: М > 205 Ее : الفرض البديل‎ 


X -M 


S /. ۱ n 
` 164.5=205 -40.5 - 40.5 
с 14IN 30 ۰. + ۱ 











: ۰.145.477 — 2556 





E | 


s Aq 


إذا قيمة T|‏ | المحسوبة > قيمة t‏ .الجدولية » فهذا يعني وجود فرق معنوي 
بين متوسط العينة ومتوسط المجتمع » أي к‏ نرفض فرض العدم ونقبل زعم 


۰ %۹۹ АФ Аъ بدر‎ 





جمنطقة الرفض 


٢٤٤٢ — 


(۲) اختبارات الفروض حول الفرق بين متوسطي مجتمعين : 
نتتاول في هذا الصدد اختبار الفروض حول الفرق بين متوسطي 
مجتمعین موزعین توزیعا طبیعیا > وسوف نعرض حالتین هما العینات 
المستقلة والعینات غير آلمستقلة (البیانات المتناظرة) . 
(Í)‏ حالة العینات المستقلة : ۱ 


اختبار الفروض الإحصائية المتعلقة بالقيمة المتوقعة لمجتمعسین ۱ 
ا مستقلين : ؛ نقوم بسحب عينة عشوائية من کل مجتمع . وبافتراض أن | 

۱ » هي القيمة المتوقعة للمجتمع الأول وألثاني على الترتيب‎ (Му, M2) 

فإنه يمكن صياغة الفروض كما يلي : 

H, = М = М; ar Mı - 1۷: 20 : فرض العدم‎ 





о : الفروض البديلة‎ 
Ha : M, £ M, ar Mı — M, +0 


Ha: M; >M, ar M, = M> <0‏ 
Ha :M' <M, ar Mı =M; <0 _‏ 
وتعتمد الاختبارات في هذه К‏ على رت العينات للمتغير 
العشوائي (Xi хо)‏ والذي يتبع التوزيع الطبيعي بتوقع (Mi — M>)‏ 
وتباین یتوقف لی ما لذا کان تباین المجتمعین معلوما آم لا  :‏ 


| ; 2 2 
)°( إذا كان تباین المجتمعين معلوما а)‏ 02 ): 
2 


في هذه الحالة نستخدم الاختبار التالي : _ 
X | —‏ 





| . وهو متغير عشوائي بتبع التوزيع الطبيعي المعياري مع افتراض صحه 
فرض الت (М; = МӘ)‏ وتجري خطوات تطبیق الاختبار عسی النحسو 
المذكور سلفا 


)*( إذا كان تباين المجتمعین مجهولا وحجم 1 لعینتین کبیرا : 

1 2 
في هذه الحالة يتم الاعتماد على تقديرات التباين من العینتین وهما ) « 8( 
وبافتراض أن حجم العينتين كان کبیرا » أي أن : 








:۹ت 


ونستخدم الاختبار التالي : 





و هو أيضا متغیر عشوائي بقترب من التوزیع الطبيعي المعياري مع افتراض 
" صحة الفرض العدمي . ويجري تطبیق الاختبار وفقا للخطوات سالفة الذکر . 


` (*) 13 کان تباین المجتمعين مجهولاً وحجم العينتيت صغيرا : 
فی حالة ما إذا كان حجم العينتين уйла‏ | فإن الاختبار يعتمد على مدى 
تساوي أو اختلاف تباین المجتمعين . 


t 
мә 


اذا کانت. G‏ = 6 


кә 


7 وني هذه الحالة نقوم بحساب التباين التجميعي (التباين المشترك) — 
النحو التالي £ 2 s‏ 2 : 
(а -1( ٩‏ + 5 )0-1( 2 





DN 


ni +n, - 2. 





تباين العينة الأولى 





2 
تباین العينة الثانية 


وحيث أن حجم العينتين صغير » فإننا نستخدم اختبار T‏ وفقا 
ААШ‏ التالیه : ۱ 











هذا ويتبع المتغیر العشوائي (T)‏ التوزیع (T)‏ بدرجة حرية 8 + (ni‏ 


)2 - بافتراض صحة فرض العدم (Mi = M>)‏ وتتبع نفس خطوات التطبیق 
سالفة الذکر . 


= ادا كان 


ы 
"Q 


۱ | 
في هذه الحالة نستخدم المعادلة التالية : 





-АҮ- 





وهو متغير عشوائي يتبع توزيعا يقترب من توزيع T‏ بدرجة حرية (n)‏ 
بافتراض صحة فرض العدم حيث : 





2 | 2 
5 үг S 
I 2 
м5 ni n 
2 2 
S/n] S 
+ 2 
ni— 1 П> - l 


وبتطبيق الاختبار يمكن 353 القرارات على النحو التالي : . 

(*) إذا كان : 0 # ,8 - На: Mi‏ نرفض Ho‏ عند مستوى معنوية 
Ó)‏ ) إذا كان : ہے T раа)‏ 

(*) 13 كان : 0 < و2۸ - ,84 На:‏ نرفض Ho‏ عند مستوى معنوية 
(Ò)‏ لذاكان: روم [T| >t‏ 

(*) إذا كان - 0 > На: ml - т2‏ نرفض НО‏ عند مستوى . 

معنوية (۵) إذا كان Теа)‏ 


(A) J, f‏ الجدول التالي يعرض نتائج مسابقة في العلوم الاقتصادية بين عينتين 
احداهما تمثل طلاب كلية التجارة جامعة القاهرة والأخرى تمثل طلاب كلية 
لتجارة جامعة أسيوط » وذلك بواقع ٠٥‏ طالبا لكل منهما (مثال افتراضي). 





هل ترى من نتائج هذه الدراسة وجود فرق معنوي بين المستوى العلمي لطلاب 
АК‏ التجارة جامعة القاهرة وكلية التجارة جامعة еъ‏ | 


: الل‎ 
Ho: Mı =M;  : аай 
H, : MI # M: š الفرض البدیل‎ 


۱ . الاختبار من طرفین‎ ЇЗ 
على النحو‎ (Z) وحیث أن حجم العینتین كبير » فإنه سوف يتم تطبیق اختبار‎ 
| У التالي‎ 


+09 








و عند مستوى المعنویة 05 , » نعلم أن منطقة القبول هي )1.96 ,1.96-( ‹ 
وعلى ذلك فإن القيمة المحسوبة تقع في منطقة الرفض < أي يوجد فرق معنوي 
في المستوى التعليمي بين طلاب كلية التجارة جامعة القاهرة وكلية التجارة 
Н ОРА дады‏ 


مثال (؟) - أجريت دراسة ميدانية للتعرف على حجم الاستهلاك على مستوى 
محافظتين من محافظات الجمهورية » حيث جمعت بيانات العينتين ء وکانت 
النتائج كالتالي = 

2 ہے 
S = 0‏ 190 .۱ء Я ni = 60 Ху‏ 


سس 


۱ 2 
n» = 90 Хх» =L.E 160 S = 0 





2 1 


ا 


والمطلوب اختبار معنوية الفرق بين مستوى الاستهلاك في المحافظتين وذلك 


عند مستوى معنوية 400 . 


Z 


Ho : Mı = M; 
Ha: M. Ф М» 


سے : 


Jad الفرض‎ 


وحیت أن 57 العينتين کا Ша,‏ نستخدم الاختبار التالي : 


— 
жет== 


کے 





60 .. ۰. 90 


30 





| 12 + 10.667 | 


30 





4.761 


=| 6.301 





-А\- 


0.025 





-1.960 1.960 


ны‏ وو وم سس اس وی 
الذر АА‏ | 


مثال (۳) : أجريت دراسة لقياس مستوى الذکاء بین طلاب جامعتي القاهرة 
وعين شمس » حيث أخذت Дыс‏ عشوائية من طلاب جامعة القاهرة حجمها ۲۰ 
سی متوسط درجات اختبار الذكاء = ۱۸۰ والانحراف المعياري للعينة 

. كما أخذت عينة عشوائية من Yo‏ طالبا من جامعة عين شمس » وكان 
مط asua‏ لگا 2652 لتو اضرف ری > asya‏ لعطرب 
اختبار معنوية الفرق في مستوى الذكاء بين طلاب الجامعتين عند مستوى 
معنوي ٥‏ ہر » Lle‏ بأن تباین المجتمعين متساويان . 


_ А : لحسل‎ 
ni = 20 X = 180 S = 100 


ІНН i 





58 


2 
nə = 25 Х, = 40 $ = 225 


H, : = ۰ : العسدم‎ (уа А 
H, : M, £ M : الفرض البديل‎ 


وحيث أن حجم العينتين صغيرا نسبيا » فإننا نستخدم الاختبار التالي : 


Sp l o] 


ni nə 

> 2 ۱ Ж: 
0 5 е, : وحيث أن تباین المجتمعين متساويان‎ 
٠ : فإننا نقوم بحساب التباين المشترك (م82) على النحو التالي‎ 


2 | 2 
(nl — 1) Š +(n2 – 1) 5 





S P = 
20+25—2 


(20—1)100 + (25 — 1) 225 


20+25-2 











ا 


400 + 1900 | 
169.767 | = = ہہ 


43 





180 - 0 


۲ жэш سس‎ э | 
۱ 1 1 
13.029 ۰20 25 


40 


7۰ ت۳۳‎ s= =. اا‎ Шш 


` 13.029 x 0.05 + 0.04 
۰ o 40. 40 


13.029 (0.3) 3.909 





-2.018 ۳ 2.018 


وباستخدام توزيع T‏ عند مستوى معنوية ۵.ر ودرجة حرية ۳ ۰ فإن منطقه 
القبول هي (2.018 ,2.018-) . 











-Y Ü .- 


وحيث أن القيمة المحسوبة تقع في منطقة الرفض ‹ أي نرفض فرض العدم 
ونقبل الفرض البدیل القائل بأن هناك فرقا معنويا في مستوى الذكاء بين طلاب 


مثال )£( : استعن ببيانات المثال السابق في اختبار معنوية الفرق في 
مستوى الذكاء بين طلاب الجامعتين فی حالة عدم تساوى تباین 





180 - 140 ` 40° 40. 


T ШЫ تسس ا‎ СЕНЕН ۱ 
5 100 + 225 5+9 14 
| 20 25 | 








40 
т. = — = Е‏ 
3.742 
وهو متغير عشوائي يتبع توزيعا يقترب من توزيع T‏ بدرجة حرية (п)‏ 


بافتراض صحة فرض العدم » حيث : 





) 


кә 


2 E 
` S ( m) s ( n 
| ۱ Я 


ә 


йү - 1 n- 1 


۱ 2 
100-„‚ 225 
l 20 25 ۳ 


и “Ес _ 
_ 0100/20) + (225/25). 
| 19 24 
(5+9) 96 196 
19 + >+ 1.315 + 3.375 4.69 
n 


= 41.79 = 42 


وباستخدام توزيع ) عند مستوی المعنوية ١٠ر‏ ودرجة حرية 4۳ ء نجد 
أن منطقة القبول هي )2.019 , 2.019( . وحیسث أن قيمة T‏ المحسوبة 
)10.689( تقع في منطقة الرفض فإننا نرفض فرض العدم ونقبل الفرض 
لبدیل القائل بأن هناك فرقاً معنویا في مستوى الذكاء بين طلاب الجامعتين . 











а ys 


+ < 
Е | 5 7 ۳‏ 
ب - حاله العينات غير المستقله : 


لقد تناولنا اختبارات الفروض للفرق بين متوسطي مجتمعين في حالة ما 


13 كانت العينات المسحوية مستقلة تماما عن بعضها ء ولكننا نجد في الحياة 
. العملية أن العينتين المسحوبتين غير مستقلة » بمعنى أن مفرداتهما تكون على 


شكل أزواج متناظرة (X, Y)‏ ففي بعض الحالات قد تخضع المفردة 
(X Ü‏ لمعاملة معينة ء مع رصد قيمتها قبل المعاملة وقيمتها بعد 


. المعاملة (yi)‏ وبذلك نحصل على زوج القيم المنتاظرة (۰۷۱ (X,‏ . ومن 


الواضح عدم استقلالية القیمتین المتناظرتين ‹ حيث أخذت كلتاهما في نفس 
المفردة » غير أن القراءات المأخوذة من الأزواج المختلفة مستقلة عن بعضها . 


.و لاجراء اختبار الفروض في هذه الحالة يتم أخذ الفرق بين قيم المتغير 
(X)‏ وقيم المتغير (Y)‏ ولنطلق على الناتج المتغير (D)‏ أي أن : 


وتکون القيمة المشاهدة للمتغير (0) هي :227 &=Х-Ү‏ 


حيث : - - 1 ‚П‏ رس لا Ж‏ 
وعلى ذلك يكون لدينا متغير عشواني (D)‏ يتبع توزيع طبيعي بمتوسط 
Mo =M: - M>‏ وتباین Ор‏ (غير معلوم) . 


H=Mi-M:=0 : ويكون فرض العدم لهذا الاختبار‎ ٠ 














„Ке 


يعبر عنه بالمعادلة التالية : 


Т = 22 ыз) t (n-l) 


| бй الحسابي‎ ый» (d) حيث‎ 

Sa‏ الانحراف المعياري للفزوق ويحسب من العينة وعند مستوى معنوية 
ما لا نهایه تکون القرارات علی النحو التالي : 

۶ إذا كان Ho: шр:‏ اذا كانت ( را -م)< 14 | 

“Тыз (пе إذا كانت‎ Ho فاننا نرفق‎ На: M, > M` : اذا كان‎ š. 


٭ اذا کان: На: Му > М»‏ فاننا نرفض Но‏ إذا كانت ...,1 Te <- t(n,‏ 
ویسمی اختبار t‏ في هذه الحالة باختبار t‏ للبیانات المتناظرة Paired data‏ | 
مثال (۱) : 
أجريت تجربة لمقارنة صنفين من. أصناف 7 > حيث تم زراعتهما 
في ثماني مناطق › اختيرت قطعتان متساويتان على مستوى كل منطقة с‏ 
ше‏ أحداها یالصنف (A)‏ و الأخرى ی بالصنف (В)‏ وفيما يلي بيانات 


الإنتاجية الفدانية ا 


بے 


Blok. Тг з з E ات‎ 
kak мышы: 


والمطلوب اختبار معنویة 0 إنتاجية الصنفین علص 















مستوى 05 , 
بافتراض أن متوسط إنتاجية الصنف M, = (А)‏ 
وان متوسط إنتاجية الصنف M = (В)‏ 
٭ فإن فرض العدم : ` 20 ول - بل Ho:‏ 
Ho : Uo-= 0 | | | |‏ 
الفرض البديل : #0 Ha: pl —pu2‏ 
Ha : up 0‏ 








+ 





T мы ےل س حفس‎ | 
| سس‎ 
ناسنا‎ ЖЕ ماس لہ‎ T ЖЕШ ПК УШК 







оз ла 1105—0225 — 
-H SE EERE 


ا s‏ ا 

















5 d > 10.5 | 
n 8 


= یڈ 


S4 5 





0.458= لبتم | = 





с=т 


4 





123133 
دد = Te‏ 
8 ۱ / 0.458 
| 1.313 1.313 
8105 = — = ج .| 


0.458/2.828 0.162 


ومن الواضح أن قيمة T‏ تقع في منطقة الرفض ء لذا فإننا نرفض Ho‏ ونقبسل 
الفرض البديل н‏ عا 


(т) مثل‎ 


а |‏ کے 92| 75 56[ 
سود ۳ 


والمطلوب اختبار معنوية الفرق بين متوسطي درجات الإحصاء والرياضة عند 
مستوى معنوية 05 , 
بافتراض أن كلا من مادتي الإحصاء والرياضة تتبع توزیع طبيعي بمتوسط 
М, М‏ على التوالي فإن : | 

فرض العدم : ۶0 يبيل : H,‏ 

Ha: t-m #0 : Jal الفرض‎ 









"х" ب الإحصاء‎ ian 





درجة الرياضة ۳ 


| А 
| ; | 5 j I جا ری مب‎ ۱ 


-\. У. 
من الواضح من المثال أن درجة الإحصاء غير مستقلة عن درجة الرياضة‎ 
للبيانات المتناظرة ويكون الاختبار‎ T لنفس الطالب ‹ لذا فإننا نستخدم اختبار‎ 


0 


` 


~ tai) 


وفیما ' يلي خطوات إجراء الاختبار : 








| 682 25.6 : 
Si = —— R—W سس‎ ` = 8.54 


1.6 | 1.6 1.6 





2.018 ` | 2.018 


- حيث أن قيمة T‏ المحسوبة ай‏ في منطقة القبول ‏ ولذا قانه لا يمكن رفض . . 
النظرية الفرضية (فرض العدم) عند مستوى معنوية ٥٠ر‏ ء بمعنى أنه لا يوجد 
فرق معنوي بين متوسطات درجات الطلاب في الإحصاء ومتوسط درجاتهم في 
шыш‏ 











+487 


تقدير العلاقات الاقتصادية باستخدام النماذج المركبة 


تعتبر العلاقة الاقتصادية leja‏ من نموذج يشتمل على 
Е‏ العلاقات الأخرى » وتشكل هذه العلاقات مجتمعة نظاما 
ай‏ متكاملاً يعطينا نموذجاً مركباً من المعادلات التي تعبر عن تلك العلاقات 
. فعلاقة الطلب هي جزء من نموذج مركب يشتمل على الطلب والعرض 
والتوازن ومعادلة الاستهلاك هي جزء ga‏ نموذج مركب يشتمل على 
الاستهلاك » والاسنثمار والتوازن بين الطلب الكلي و العرضن الكلي » وهكذا . 


وفی ضوء ذلك فاننا نحاول في هذا الفصل بحث مشكلة العلاقات . 
التبادلية بين المعادلات ۰ التي تصور العلاقات الاقتصادية » في نموذج مركب ء 
يتكون من مجموعة من المعادلات . وسوف نلاحظ » أن الطريقة التي يتم من 
Ee‏ العلاقات الاقتصادية » بمعزل عن بقية العلاقات » لا تعطينا تقديرا 
PERTE CORT‏ لا تعطينا تقدیر | مثوافقا (Consistent)‏ . ويعني ذلك أنه 
ابد من تعديل الطريقة التي تستخذم في عملية التقدير ٠‏ . | 


(Simultaneous Equations) АУ المعادلات‎ 








е 


y=b,+bi ارا + ري‎ | | | (A) 


= а | E (u) = 0 (1) 


ë жїзї и. رد‎ E(ux) =0 (2) 

) = 123.0 С Бш) =G) 
اليا‎ > ЕШШ =0 @ 
Б E (> 40 (6) 


р الفرض الأول والثاني » فان تقديرنا في هذه الحالة‎ она 
راتا أن نقص الرض الثاني » بحیث يكون‎ 3, 
АП X) > 0 


وهذا يعني أن القیم الت ي تكون من متوسط قيم 00( سوف يصاحبها قيم آکبسر 

من المتوسط بالنسبة لقيمة (x)‏ . والعکس صحيح » ويؤدي ذلك إلى أن تكون 
القيم المقدرة للمتغیر أكبر من المتوسط الحقيقي عندما تکون قيمة (x)‏ أكبر من ۱ 
المتوسط . والعكس صحيح . ونحصل نتيجة لذلك على تقد تقدير أقل من القيمة 
الحقيقة بالنسبة للمعامل (bo)‏ » وأكبر من القيمة الحقيقية بالنسبة للمعامل (bi)‏ 
وذلك لان هدا التقدير يكون متحيزاً نحو الأسفل بالنسبة لقيمة (Do)‏ » ونحسو 








ZYY ۶ 


O ч‏ سس ی تا Жый.‏ لا 


ولنفرض ا المعادلة السابقة هي معادلة الاستهلاك حيث أن (у)‏ تعبر 
عن الاستهلاك ۰ (x)‏ تعبر عن الدخل e‏ وأن هذه المعادلة هي جزء 
من نموذج مركب من معادلتين وهو كما يلي ہے 
Y = btb xr u (А-1)‏ 

X = Y,+Z (A-2) 
» حيث أن (,2) هنا تعبر عن الاستثمار ء كما نرى في نظرية الاقتصاد الكلي‎ 
ترضي الفروض جميعها ما عدا الفرض الثاني » فنحن لا‎ (U,) ولنفرض أن‎ 
| ‚ نعلم مدى صدقه من عدمه‎ 
وضعا يكون‎ (A — 2) و‎ (A-1) النموذج المركب من المعادلتين‎ Ы ویصور‎ 
متغيراً تابعاً لتغير الدخل » ويكون فيه الدخل تابعاً لتغیسر‎ (YO) فيه الاستهلاك‎ 
تتحدد خارج اق رج ‹ فالمتغير‎ (Z) الاستهلاك » و الاستتمار ‹ حيث أن قيمة‎ 
فالنموذ ج ج یفترض هنا‎ . (Exogenous Variable) هو متغير خارجي‎ (7) 
اننا بین الدخل والإنفاق » وينقسم الإنفاق إلى إنفاق استثماري وإنفاق‎ 

استھلاکی » بحيث يكون الإنتاج الكلي مساويا للطلب الكلي . 


ولنفترض أن (Z)‏ مستقلة عن (U)‏ بحيث تكون E (U, Z)‏ مساویه 
للصفر . و أنه يمكن إعطاء قيمة (Х,)‏ بالكيفية التالية : 








نلاحظ هنا أن : 


b EG ¿UO E(U°) 





E (U, XJ) = | Е(Д نلا‎ + 
ا‎ - br ۱ | ا-‎ ۰ l-b 
(A-4) E(UX)= S ü ғо Í 
l — bi 


ویرجع السبب في ذلك ات العلاقة аншы‏ بين (YO‏ و (XD‏ ففي ففي الوقت 
. الذي ду‏ فيه قيمة (X)‏ على (YO)‏ تؤثر قيمة (Ye)‏ على (ХО‏ هي الأخرى _ 
. وهذا ра‏ المتبادل هو الذي عفد الوضع وخلق المشكلة بحيث أصبح 

الفرض الذي يتعلق باستقلال معامل الإزعاج عن المتغير المستقل غير صادق ٠‏ 


طريقة المربعات الصغرى ذات المرحلتين ‚(Т51.$)‏ 

لقد اقترحت عدة حلول لمعالجة المشكلة . وكان من بين هذه الحلول ما 
يسمى بطريقة المربعات الصغری ذات المرحلتين (Two Stage Least‏ 
Squares)‏ . وهذه الطريقة وإن كانت لا تعطينا تقديرات غير متحيزة » فإنها. 
تعطينا تقديرات متوافقة ٠ (Consistent)‏ ويعني ذلك أن الاعتماد على عينة 





m 9 


ذات حجم كبير نسبياً يودي إلى إيجاد تقدیرات جيدة . وتتلخص هذه الطريقة في 
الخطوتين التاليتين : | 
УУ‏ : تطهير المتغیر المستقل ء وفصله عن ذلك الجزء الذي يرتبط بمعامل 
الإزعاج . | 
L‏ : استخدام القيم الجديدة ء التی توصلنا إليها بعد فصل الجزء 
الذي хая‏ بمعامل الإزعاج » بطريقة المربعات الصغرى 
العادية (OLS)‏ في إيجاد التقديرات . 


وحتی یمکننا روية الكيفية التي تطبق بها هذه الطریقه نستخدم لنمودج 
sA‏ صورناه بالمعادلتين (А-1)‏ و (А-2)‏ ولنفغرضص أنه يمكن وصع النموذج 
بالكيفية التالية : һи‏ | 
(A-1) Yt = b, + bx + U,‏ 


(А-3) Xt = AtAJC +V 





l- bi 


ونلاحظ هنا أن E (z) = 0 , E (V)‏ وبالتالي يكون متوسط قيم 
(А-4) X | = ag + а 2;‏ 


t 
5 : ويكون‎ 
(A-5) . x=x پ+‎ ۱ 


: هو‎ (XI) 


ولنفرض أن القيمتين : (арац)‏ معلومتان » ولنعوض قيمة (xi)‏ في المعادله 
(АЈ)‏ تل غ ها على ۱ ۱ 


(А—6) Ү,= bo T Бух, + 6, v +u, 


: أن‎ ша. 
U, 
У = 
1 — bt 
Vi=bV,+U, ` 1 فان‎ 
| | : وبذلك تكون‎ 
(А-7) Y, = bo +b, x + ۷ 





-Y YO. 


وهذه الصيغة » على خلاف الصيغة الأولى )1 - (A‏ ترضي كافة الشروط › 


E(v.)= 0 


E( V, X )= 0. 


(А-4) X = ao ta, 2, ۱ 
| | О: ونستطيه الاعتماد على الشرطين‎ 
۷ = Ü (l) 
5 ٩ ۰ب‎ + (2) 


۳ „ ٠ : المعادلات التالية‎ уу 
(A-8) XY i=bn+b Xx, 


(А-9) 2۶ وطح‎ X x Z+ bi У (x) 


وإيجاد قدی اتا بالكيفية التالية : ‚о‏ 
(x, -xm)y,‏ > 


m 


(A-10) b= 


‚ У (х‹- xm)” 
(А-П) а = y -b 


ç 





ويتضح من ذلك أنه لإيجاد تقديرات كل من (ba)‏ و aY (b)‏ من إتباع _ 
7 : إيجاد متوسط قيم (X)‏ وهو ( (Х"‏ التي لها علاقة بالمتغير (Z)‏ 
ثانياً : استخدام قيمة ) (X,‏ بدلا من قيمة (X)‏ لإيجاد التقدیرات 
المطلوبة. ا 


Əsas, |‏ أن مت“ ےت ات > فإنه لا بد من تقديرهما » تحت 
نحصل على ât)‏ , و8) » ونوجد طریقهما قيمة (XÚ‏ التي نستخنمها بدلا" مین 
(XO)‏ في تقدير كل من (bo)‏ و (ہتا) ء وبذلك نحصل على التقدیرات التالية : 


۲ 5 EX- X) Ye 
(A-1) b = 





Е, - X) 
E 13) b = Yšbx 


: بعض النتائج الإضافية‎ ٠ 

بعد الحصول على تقدیر متوافق لقيمتي (bo , b b)‏ يمكن إعطساء نقد 
معامل الإزعاج على النحو التالي : 

(А-14) у 020000 


وبذلك يمكن إيجاد تقدير للتباين ) (OF‏ على النحو التالي 


-\\У. 
ہی سے‎ AN, 
(А-15) о? : 
n-2 
كما یلم‎ (bo) للحصول على تباین‎ (A – 13) ويمكن استخدام المعادلة‎ 
| 5 > Х 2 
(А – 16) = var ( bo ) = е 
n > (Xt — x) 


ويمكن ء بذلك » استخدام هذه التقديرات في اختبار الفروض ‹ ولكن طريقة 
المربعات الصغری ذات المرحلتين لا يمكن تطبيقها إلا إذا كان النموذج المراد 
تقديره معرفاً (Identified)‏ ويتوقف کون النموذج معرفا على эзе‏ المتغيرات 
التي حددت سےا (Predetermined Variables)‏ . 


المتغیرات التي تحدد مسبقا : 
يو جد نوعان من المتغيرات ا 
النوع الأول : ويطلق عليه اصطلاح المتغيرات الخارجية (Exogenous‏ 
 Variables)‏ وهي عبارة عن ؛ متغيرات تتحدد. قیمها خارج | 
۱ النموذج . 
النوع الثاني : وهي (Lagged РИСА.‏ 
Variables)‏ ‹ وتحدد قيمها Jala‏ النموذج بطريقة منتظمة . 


مثال : لنفرض أن النموذج الذي نريد تطبيقه هو على النحو التالي : 


(B-1) Yı يط + بيرط جوا‎ xı + U, 








(B-2) x =¥ +2, . . 

و (Хо)‏ تعبر عن الدخل + ‹ (YO‏ تعبر عن الاستهلاك e‏ > )21( تعبر عن 
الاستثمار » وقيمة هذا المتغیر تتحدد خارج النموذج . وبذلك نلاحظ أنه لدينا 
متغيرين تتحدد قيم كل منهما مسبقا : المتغير الأول هو (Xii)‏ وهو عبارة عن 
قيمة (X)‏ فی السنة السابقة » والمتغير الثاني هو (Z)‏ وهو متغير 
خارجی لأن قيمته تتحدد خارج النموذج . > 


الشکل الأساسي والشکل المحول : ۱ 

(A-1) Y, = bo +bi x, +U, 

(A33 X = Y О 

وهو أصل النموذج المركب . هذا الشكل يطلق عليه اصطلاح الشكل الأساسي 

(Structural Form)‏ لأنه الأساس الذي نؤسس عليه تقديراتنا . ویمکن 

استخدام هذا الشکل وتحویله إلى شکل آخر » كما رتا عندما أردنا فصل الأثر 
المتبادل بين (X)‏ و (U)‏ للحصول على : 

: )8-3( Y, = و6‎ +b, X r+ vi 


(В-4) _ X, = ата д + у; 
: تعطينا ما يلي‎ X, = حيث أن 2 رو + وه‎ 


۲ 
I 


(B-5) 
© (В-6) 


(b, + b, а) + bı ao Z + v, 
а tal Z + v. 


F: 
I 


١١52 


وبصورة اخرى 











0 | 
a Z t v 
1-b, 
(B-8) 2€ = ВО нд - у; 


وهذا الشكل الذي صوز ناه بالمعادلتين (7 — (b‏ و (В-8)‏ يطلق عليه اصطلاح 
الشکل المحول (Reduced F orm)‏ ونستطيع كتابته كما يلي : 


(В- 7) Y. = Bo + Bizi + V, 
(В- 8) хї = ao +а 2 + v, 
ان‎ чыз 
bo bo 
B= —— B= — mn. 


l- b, ` 1-b 


| ونلاحظ من خلال ذلك أن قيمة كل من (۲) و (Х)‏ تتحدد عن طریسق 
المتغير الخارجي )2( . وأن E (2, у)‏ يساوي صفرا > وبذلك يمكن تقدير 

المعادلتين (8-7) و (B-8)‏ باستخدام طريقة المربعات الصغرى العادية ء 
ولکن الضعوبة تكمن في ١ R‏ كيفية الرجوع من الشكل المحول إلى ا الشكل الأضلي 


SA 


مشكلة التعرف (Identification Problem)‏ : 
ذكرنا بأن التقديرات التی توفرها طريقة المربعات السرم بت 
المرحلتین "هي تقديرات متوافقة . ولكن هناك بعض الحالات التي لا يمكن чё‏ 
استخدام هذه الطريقة . فلنفرض مثلا أن النموذج الذي نريد تقديره یتکون من 

: المعادلات الاتية‎ 
))-1( О, = ao + a, p. + U, 
(C-2) О =В,+В,Р,+Е, 


۱ 0 . s 
(C —3) Q, =Q 


الكميات المطلوبة من (О!)‏ 


Q ~-‏ 
الكميات المعروضة من О = (Qt)‏ 
الأسعار الخاصة بالسلعة Р, = Qt‏ 


وأن ثوابت المعادلات السابقة هي : (ao, а, Во, B.)‏ ‚ 

ولنفرض أننا نريد تقدير معادلة الطلب (C-1)‏ نلاحظ بأن (U)‏ غير Жыл‏ 
: : £ 5 0 8 7 | : 

عن (PD‏ وذلك لأن ) © = 0) كما.هو في المعادلة (3 - (C‏ ويعني ذلك 


7 
۰ ل‎ 
aot a p + U, 7 Bo + b, P. + e, 


E `‏ 
وبذلك تکون 225 (р)‏ كما يلي : 


(С—4) Р, = a0 -B0 U -E 
В, -a, B, - а 


: وتكون‎ 
E(P U) #0 

ويعني ذلك أن (U)‏ يكون Шз‏ مع (Ру‏ وتوجد. مشكلة نتيجة لذلك . وإذا 
سا تا ш‏ طريقة المربعات الصغرى ذات المرحلتين في هذه الحالة » فإننا 
نبدأ بتقدیر قيمة المتغير المستقل (р)‏ ولکن (p)‏ في شکله المحول لا يعتمد 
على متغیرات محدودة مسبقاً (Predetermined)‏ . ویتعذر لذلك تطبیق هذه 
الطريقة لتقدیر دالة الطلب . وإذا ما أردنا تقدير دالة العرض > فاننا Ja‏ إلى 
نفس النتيجة . وهده المشكلة هي مشکلة تتعلق بوصف النمودج 
(Specification Problem)‏ . ویعتبر البناء الذي يتكون منه ۳ Туз‏ 
عن هذه المشكلة . ۱ | 
مثال : لنفرض أن معادلة الطلب في сня‏ السابق هی کالاتبي 

(А) О, = Bo + Bı pı + B, Y, + u, 


وان معادلة العرض هي 


Ш 


. (ВІ) Q 
` BD Q. 


ao + a, p. + E, 


5 


О 


t 


II 


تسیب سیب بت -,ج رتست 


ney Ya 


بحيث يمكن إيجاد تقدير (р)‏ كما يلي : | 
(С-1) р = С, +С, Ү,‏ 
حيث أن دخل المستهلك = (Y)‏ ء فإننا نلاحظ في هذه АЛ‏ 
أيضا أن هناك علاقة خطية تامة بین المتغيرين ۰ر oP)‏ 


" واذا قارنا بين معادلة الطلب ومعادلة العرض ¿ فإننا نجد أن هذه-المعادلة . 
خالیه من وجود المتغیر (Y)‏ » ولذلك یمکن تطبیق طريقة المریعات الصغری 
. دات المرحلتین في تقدیر هذه المعادلة » حيث یمکن وضع هذه المعادله في 
الصورة التالية : | | | | 

| (С-2) Q. = ao + a, P, + E, 
الذي يرتبط خطیا ارتباطا‎ (Y) ونلاحظ هنا عدم وجود المتغير‎ 
ولذلك يمكن تقدير هذه المعادلة باستخدام قيمة (۳) » بدلا من‎ Ç (P) كاملاً مع‎ | 
| (Р) 


ونلاحظ » بالإضافة لی ذلك » أن معالة الطلب تحتوي على عدد من ۱ 
المتغيرات المستقلة (الداخلیة) آکبر من عدد المتغیر ات (المحددة مسبقا) التي 
تکون موجودة و في النموذج » ولا تکون موجودة في معادله الطلب . 








тА 
كما نلاحظ أن عدد المتغيرات المستقلة (الداخلية) يساوي عدد المتغيرات‎ 
(المحددة مسبقا) التي تكون موجودة في النموذج ولا تكون موجودة في معادلة‎ 


8 ' 
А Ма ум! 


ولذلك كانت معادلة الطلب غير معرفة » وكانت معادلة العرض 
معر 43 2 ء وأمكن إيجاد تقدير لها بطريقة الفربعات الصسغرى دات 
المر حلتین . 





Y ә 














- YYo _ 


الفصل الأول 
التوازن الاقتصادي الجزئي 


ثل التوازن حالة من الات حیث تكون جميع القوى المؤثرة في حال 
استاتيكية ولا يكون هناك ميل لهذه القوى في التغییر وإذا تغيرت هذه القوی ЗЇ‏ 
إحداهما رہ پور ئا أخرى » وينقسم التوازن من ناحیه 
در استه إلى :` . Б‏ | 
(۱) التوازن العام ويمثل حالة رازن التی ي تکسون فیهسا جميسع الوحدات 
الاقتصادية في حاله توازن 
(Y)‏ التوازن дуз‏ وبل حلة لتوازن قتي تکون فیها ترجہ ئا لیا 
| في حالة توازن وتنقسم إلى : 
| - توازن المستهلك حیث یکون المستهلك في | حالة تسوازن إذا كان 
المستهلك ينفق دخله في الصورة التالية : 


„(сә ۲ ea 








оё © Č 
ب- توازن المنشأة حيث تكون المنشأة في حالة توازن إذا كان عرضها‎ 


النهائي هو معظمة الربح أي أن : 
الاإيراد الحدي = النفقة الحدية 








2 


(r)‏ توازن КЕ‏ فیه قوی الطلب مساویة قرف 
یر حيث يكون هناك سعر عند نقطة تلاقي قسوی الطب بقسوی 
э, ш]‏ وطاق علیه سعر التوازن ۰ | 
فادا توفرت لدینا تلك العناضر یمکننا حساب الکمیات التو ازنیه و الأسعار 
التو ازنية . فمثلا إذا علمنا أن : ۱ 
‚а‏ = 7-50 س 
3+0 س 
| كاد а=‏ ع ۱ 
حيث (ك .( لكمية المطلوبة » (ك ,( الكمية المعروضة ۰ (س) سعر 
بالتعویض في شرط التوازن نجد أن : 
` 7-50 = 3+10س 
0س 


| 
го 
(e, 


! 60 
إذا س e ш‏ 
P 10‏ | | 
وبالتعويض في دالة الطلب أو دالة العرض نحصل على الكمية التوازنیة 
ی - 8 
ولايضاح مفهوم التوازن ء انفترض أن مستوی السعر السائد في Sa‏ 
هو "7" نعوض في دالة لعرض فنجد أن اع ИАА а‏ وک 
ينما بالتعويض في دالة الكمية المطلوبة نجد أن الكمية المطلوبة لن تتجاوز 
وحدة واحدة . وسوف تؤدي فائض الكمية المعروضة إلى الضغط على الأسعار 
إلى أسفل نحو السعر зз‏ » أي أنه عند نقطة بعيدة عن المستوى التوازثي 


Ы 





í í í ОО سربيب‎ Ol 
- ۱۲۷ 


ستو جد قوی تدفعنا نحو "التوازن تلقائياً . ویحدث عکس ما سبق إذا کان السعر 
السائد فى السوق أقل من السعر التوازني حيث تتجاوز الكمية المطلوبة عنده 
الكمية المعروضة من السلعة ومن ثم هناك قوى تضغط على السعر إلى أعلى 
فى اتجاه القيمة التوازنية » فالتوازن يعني اختفاء القوى التي تدفع نحو التغيير 
ہے ار 


ويمكننا الوصول إلى الصورة العامة للتواز زن في السو على النحو التالي 


لک رد == saosi.‏ 
كع = چ + دس 


وبالتعویض في شرط التوازن : 


| ب س = ج + د س 


феі 
у 
س ب + د‎ 13 
Е жаы ылы kin 


ILI 2 5 | 2 | |‏ 
وبالتعويمض بالسعر التوازني في إحدى الدالتين » ولتكن دالة ih]‏ 


" نحصل على الكمية التوازنية . 


5 ]هچ 
کے Кыз‏ ' 


دنت 3-۳ 





أب + اد - اب + باج 
ما н‏ شب 


سس 
<s‏ 


ب + د 


- YYA- 


سیت مھ 
وبالتعویض في هده الصيغ بقیم المعاملات الواردة بالمثال السابق حیث 


~ 


lsa ¿50 = |‏ ا 10 د = د 


60 (10-)—50 











ہے | ے @ 
3+7 10 
70-150 80 
ای = — ہے — = 8 
° 3-7 0 
و هي نف القيم التي حصلنا علیها باستخدام معادله الطلسب EN‏ 
العرض ٠‏ 


ЗИ 
ي تغير واحد من منحنی منحنى العرض أو منحنى الطلب إلى تخیر‎ 
القيغة التوازنية . لنبدأ بتغير الطلب الأمر الذي يعني انتقال المتحنی‎ 
الكامل نتيجة لتغير العناصر الأخرى (غير السعر) التي تؤثر في‎ 
الكمية المطلوبة من السلعة محل الدراسة . فإذا تغير دخل المستهلك أو‎ 


دو قه تجاه استخدام السلعة وكذلك ک اذا ај A‏ السلع اللخضری 





> و 


الوثيقة الصلة بالسلعة محل الدراسة ۰ فان ДЫЙ‏ تخر kas‏ يعني Ja‏ 
نی الطلب إلى اليمين وهذا مانطلق عليه زيادة الطلب والعكس ۰ اڑا 
انجفض دخل المستهلك مع بقاء الأشياء الأخرى على حالها فإن منحنی 
الطاب ينتقل إلى اليستار وینخفض الطلب . حيث نعلسم من مبسادی 
الاقتصاد أن زيادة الطلب » مع بقاء العرض على حاله » يؤدى إلى 
زيادة كل من الكمية التوازنية والسعر التوازني » ويؤدي انخفساض 
الطلب إلى انخفاض الكمية والسعر التوازني . بعبارة أخرى أنه عند 
تغير الطلب تتغير القيم التوازنية للكميات والأسعار في نفس اتجاه تغير 
الطاب فإذا زاد الطلب زادت تلك القيم بينما يؤدي انخفاض الطلب على 
انخفاض تلك القيم . | 

وتا توضيم ذلك رياضياً بإدخال تغير طفيف على аз‏ الطلب 
ليوضح انتقالها من مكانها . وينعكش تغير الطلب في القيمة المعامل Y‏ 
فم ی دالة الطلب ( حیث أن ذلك ی المعامل هو الذي یعکس تأثیر العو امل 
الأخرى غير السعر على الكمية المطلوبة) أي أن تغير العوامل الأخرى 
سوف يغير من قيمة المعاملة أ" بالزيادة فی حالة زيادة الطلب أو 
بالنقصان في حالة انخفاض الطلب . 


واتوضيح أثر تغير الطلب وليكن أثر زيادة الطلب مثلا نعود | 
إلى مثالنا السابق حيث نزيد من قيمة المعامل "أ" في دالة الطلب ونبقی 
على الميل الحدى للدالة ثابتاً (أي لا نغير قيمة المعامل ب) ويعني ذلك 
نتقال دالة الطلب إلى اليمين موازية لنفسها فما هو أثر ذلك على мы‏ 


التوازنية ؟ . 








- 33٠6 


ای -7-55 س 
ك . = 3+10 س 
وبالتعویض في شرط التوازن تحصل على : 

5 - 7 ين =3+10 س 

10=65 س | 

اذاس, = 65 

أي أن السعر التوازني قد ارتفع من "6" إلى "6.5" نتيجة لزيادة 
الطلب على السلعة . 
الكميات التوازنية الجديدة فنحصل عليها عن طريق التعسويض 
ى الدالتين (دالة الطلب الجديدة أو دالة العرض) ولتكن دالة العرض ددد 


у! _3‏ 
یه ء 


£ 
۰ | 
عل‎ Lal 


المرة فنجد أن : 


ف | = -3+10 )6.5( 
= 9.5 
ي أن الكمية التو ån yi‏ ود و ى DOr‏ وو 
шы ышы. s= asi‏ فسوف تتعکس في انخفاض قيمة المعامل 


فمثلاً 13 تغيرت دالة الطلب إلى : 
لک у‏ = 7—45 س 
10+ 3 س 


li 


لكا ع 


اد 


وبالتعويض في شرط التوازن نجد أن القيم التوازنية الجديدة هي : 
5.5 
ЄЛ з‏ 


[| 
(a | © | 


ويمكننا التعبير عن تغير الطلب بصورة عامة كالتالي : 
ك = A+]‏ )- ب س 
| ك ع = ج + دس 
ويكون : | | 
A+)‏ :)جه 


س 1 = 
ب ۲ د 
А ۱‏ سپ — .: 
ك ,= 
ے۳ د 


голый,‏ هه لیخ آنه إذا زاد الطلب أي أن ھ أ > 0 فإن كل مسن 
السعر والكمية سوف یتزاید » في حين أنه إذا انخفض الطلب أي أن ۸ أ < 0 
فإن القيم التوازنية ستنخفض . ال 
` — ومن الجدیر بالملاحظة у АЙ‏ طرحنا Дай‏ تن من بق ask‏ علسی 
مقدار التنیر في السعر التوازني المترتب على تغير الطلب أي أن : 


ід 
| کے‎ 


Аз 





ا یک 


وباستخدام نفس الأسلوب يمكننا الحصول على مقدار التغير في الكمية 
التو از نیه نيه وسنجد أنه 
۸ أد 
۸ ك = 





ےك 


و التغير فى ا 


آما عن تقو العرض فیعنی انتقال منحنى العرض بكاملة نتيجة لتغيبر 
تعناصر الأخرى التي تؤثر في الکمیات المعروضة من السلعة محل الدر اسة . 
لعل أهم تلك العناصر تغير تكاليف الإنتاج حيث تؤدي زيادة تلك التكاليف إلى 
عدم استعداد المنتجين لعرض نفس الكميات عند مختلف الاسعار . بل غالبا ما 
تؤدي هذه الزيادة إلى تخفيض الكميات المستعد المنتج لعرضها عند سعر معیں. 
۽ بعبارة أخرى أن زيادة تكاليف الإنتاج تؤدي إلى تخفيض اف خر شا 
المنحنی 4 منحنى العرض إلى لیسار . أما في حالة انخفاض تكاليف الإنتاج 
ان ی ERT‏ الیسار . آما في حالة انخفاض تكاليف الإنتاج ینتفل 

شك اش لى اليمين لیوضح استعداد المنتج لعرض كمية أكبر من السلعة 
فنك ےر معي . وكما نعلم من مبادی الاقتصاد فان نقص العرض » ‹ مع بقاء 
لطلب على حالة » يؤدي إلى ارتفاع السعر التوازني وانخفاض الكمية التوازنية 
. أم؛ زيادة العرض فتؤدي إلى انخفاض السعر التوازني وإلى زيادة الكمية 
التوازنية . بعبارة أخرى يؤدي تغير العرض إلى تغير السعر التوازني في 
الاتجاه العكسي وإلى تغير الكمية التوازنية في نفس اتجاه تغير العرض ٠‏ 


-YY 


ә 


وسوف ينعكس ый‏ العرض رياضيا في تغير قيمة المعامل "ج الوارد 
في Айз‏ العرض وذلك لانه یوضح تأثیر الع ЈА‏ اکر کر السعر 16„ 
الكميات المعروضة . وعني زيادة العرض زيادة قيمة هذا المعامل و العکس في 
حالة نقص العرض . ولتوضیح ذلك نعود إلى مثالنا السابق حیث نبدأ بحالسة 
زيادة العرض فنبقى على دالة الطلب على حالها هذه المرة نزید من قيمة 
المعامل "ج" لتوضيح زيادة العرض وانتقال منحنى العرض على اليمين فنجد 
тш 7‏ | 
كر -7-50س 
لك гр‏ = 3+5 س2 


وبالتعویض في شرط التوازن نحصل على القیم التوازنية الجدیدة : 
| ۱ س = 5.5 ».134 = 11.5 


أي 7 السعر قد انخفضص من "6" الي ۷ود“ بينمازادت الكمية 
التوازنية من "8" إلى "11.5" عند زيادة العرض . | 


أما عن حالة انخفاض العرض فسوف تنعكس في انخفاض قيمة المعامل 
"z‏ » فمثلا إذا بقيت Айз‏ الطلب على lela‏ وتغيرت دالة العرض يصبح لدينا 
а‏ = 7-50 س 
أك ع = - 5 + 3 سس 





لے 
وبالتعویض في شرط التوازن نحصل على القيم 45 الجديدة : 


ده & يذ و =45 
وستكون القيم التوازنية عند التعریض في شرط التوازن هي : 


س = 6.5 . = 4.5 


ی أن انخفاض العرض أدى إلى انخفاض السعر وارتفاع الكمية التوازنية 
يمكننا كتابة الصورة العامة لتغير العرض كالتالي : 
ك ر = أ ب س 


-—2 


ао 





ويعون : 
| - ج - ۸ ج 
س = 
بے کلف 
اد + ب ج + ب ۸ ج 
=a‏ 





ب ٣‏ د 


ея,‏ هذه лән»‏ أنه رہ سی أي ا جو 
سد فو Өй‏ سو شر سای 


$ ذلك علی النحو التالي е‏ 


À -‏ ج 





= س‎ А 
ب ۲ د‎ 





ده 


ب ۸ ج 
دك = 
ب at‏ 
مثال (Y)‏ : 
إذا علمت أن دالة الطلب هى : 40-2 = QD‏ 
ودالة العرض هي ` 0 = و0 - ۶ 2 


فإذا فرض أن الحكومة فرضت ضريبة مقدارها (t)‏ عن كل وحدة تعرض 

A‏ مقدار الضريبة التي تفرض على کل وحدة من لسلعة وذلك حتسى ین 
E EA АА as‏ ما یمکن . 

ب- مقدار حصيلة الضريبة. التي ستحصل عليها الحكومة 


0 :j— | 
Q. = - 20 + 2, ДОРЕ 
۱ ۱ : منحنی العرض بعد الضريبة‎ 
Qs =-20+2(р0 ہے‎ 


=20+(2Р-21) 
2p =0,+20+21 أو‎ 


ودالة الطلب هي | . =40-00р‏ م2 


0 با 


Уу O о 





ل ےہ 


Т 


а. 


- 00 - 100-02 





بي "k‏ 
عند التو ازن | | QD‏ = 
لذا 40-0 +2t=‏ 20 + 


= 40-20 -2t 
= ہ10‎ 
10-0 


۰ وبالتالم 


4 


ат |‏ | 
وعندما رج د 0> 10-20 ` 


402 7 و‎ <0 MET) 
1 


da 

و بالتالي | О = 5 А‏ 
dt |‏ 
و حیت ان 0 < 7" dQ?‏ 


نزن الكمية التي تعظم (T)‏ هي Q55‏ 
ы,‏ 25 ) فان 10-6 > د 
B‏ ظ 5 t=‏ 


(T) هي الضريبة التي تعظم حصيلة‎ (t=5) 


жы Кы 


ثانيا : حصيلة الضریبه هي : ` ° t=tq‏ 
۱ 355“ 
29 


مثال (Y)‏ : إذا كانت دالة الطلب هي 0 = ”م 0.02 + p‏ 0.2+ 0.19-10 


| | | : السل‎ 
Q = 100-2 0-02 р ٠ 
р= 10 عندما يكون‎ 


Е : فإن‎ 
О = 100 - 2 x 10 . 02 )10(2 = 0 
d Q | ۱ ۱ 
dp =-2-0.4р 
10 = عند سعر‎ 
d Q 
dp = 2 ۰- 0.4 10 < 6 : فان‎ 
dQ P 10 Í 
dp q ` `Š 0 1 9 


مثال (۳) : إذا علمت أن دالة الطلب هي aq+bp-k=0‏ 
حيث (b) s(a)‏ و (К)‏ هي ثوابت موجبة . أثبت أن المرونة السعرية للطلسب 
تكون (1-) عندما يكون الإيراد الحدي مساویا للصفر .MR=0‏ 


P = “ O о ما ای‎ 
9 


P x Q ایز اد الكلى‎ 


و بضرب معادلة (م) في الكمية (Q)‏ نحصل على الإيراد الكلي š (T R)‏ 


К а К а | 
= | سس‎ - — Q| )0 — 2 — Q 
а b b | b b 





= —— - Q 
b 


d TR K 2a 
b 
(МК : 0( : عندما يكون‎ | 


d Q 








۹۳ Е 


























A | | ۱ 
Q= 22000011 وعندما تكون‎ 
2а 
| K (a) (K) | | 
PSP ية‎ = | | гала 
b b 2a | ۱ 
4 
P= — 
2b 
dq p 
п = e یس سح‎ 
dp Q 
dQ 1 1 
سس‎ = = =- b/a 
dp dp / dQ -a/b 
-b k 2a 
n = — x =. | 





ےل گے 


٠‏ الفصل الثاني 
تحليل التوازن الكلي 


ولا : نموذج مبسط لتحديد الدخسل 
تتكون أبسط نماذج تحديد الدخل القومي من قطاعين » القطاع الأول هو 
القطاح العائلي ٠‏ و عادة ما يوسف سلوك هذا القطاع باستخدام المعادلة التالية : 


لف = أ + ب د > حيث أ > 0 ç‏ 0< ب > l‏ 


< حيث اك" هو حجم الإنفاق الاستهلاك » "د" مستوى الدخل ۱۳ 
الاستهلاك المستقل عن الدخل "ب" ميل الدالة وتوضح الميل الحدي 
للاستهلاك الذي يكون بين الصفر والواحد صحيح . 


أما القطاع الثاني بالنموذج فهو قطاع الأعمال وسوف نفترض 
أن حجم إنفاق هذا القطاع ٠‏ أي الإنفاق الاستتماري » يتحدد خارج 
النموذج وسوف نصف سلوك هذا القطاع فيما يتعلق بتحديد حجم إنفاقه 
باستخدام المعادلة التالية : 5 


| | بت عات ә‏ ۱ 
ويكتمل النموذج بإضافة شرط تحقيق التوازن في النموذج . یتمثل شرط 
التوازن في التساوي بين مجموع عناصر الإنفاق مع العرض الكلي + يعبر عنه . 
بالمعادلة : | | 


\#\ - 
النمود ج الذي دك اقتصاد مبسط يتكون من المعادلات J‏ — 
التالية : 0 
لک = | + ب د 
ث = ث ه 
ړ = ك + ت 


وللحصول علی القيم التوازنية نعوض في شرط التوازن فنحصل على : 


ړ = | + پد + ت ه 


ادا د = 





وبالتعويض بهذه القيم في دالة الاستهلاك نحصل على حجم الإنفاق . 


الاستهلاك التوازني : 





]8 = | + ب 








VEY 


ونلاحظ أن تحديد القیم التوازنية (أي حل النموذج) يعني التعبير عن 
المتغير ات الداخلية » أي تلك التي تتحدد بتفاعل الدوال المكونة للنموذج » بدلالة 
الثوابت الواردة بالنموذج أي معالم الدوال وكذلك بدلالة المتغيرات الخارجية . 
هذا وتسمى هذه الصورة (أي الصيغ التوازنية للمتغيرات بالنموذج (ЫЫ‏ 
5 الصورة المختزلة آو المختصرة للنموذج . 
مثال : أحسب القيم التوازنية للنموذج التالي : 
я |‏ = 100 + 0.08 د 
ث = 200 
| د = لف + ت 
الحصل : بالتعويض في شرط التوازن : 
دح ك + ث 
د = 100 + 0.80 د + 200 
0 د = 300 
اذا 3 = 1500 
وبالتعویض في Айз‏ الانفاق الاستهلاكي نحصل على : 
ك = 100 + 0.80 )1500( 
= 1300 


وتجدر الاشارة على أنه یمکننا التعویض في الصورة المختزله وتحدید 


التو ازن بصورة مباشرة وبالرجوع إلى مثالنا هذا نجد أن : 


К 100 = |‏ ب = 0.80 > ث = 200 


200 + 0 


اذا د 


0.80 - 1 


1500 


وبالتعويض في معادلة الإنفاق الاستهلاكي نجد أن : 


)200( 0.80 + 0 


اذا 5 = 





0.80-1 


1300 - 


| | تغير ات "التوازن العام‎ ч Ek 
سوف تستمر القيم التوازنية السابقة إلى أن يتغير واحد من عناصر‎ | 
الإنفاق المستقلة عن الدخل الواردة بالنموذج والسؤال ما مقدار التغيير في‎ 
| . الدخل التوازني الذي يترتب على التغير المذكور‎ 


هناك عنصران مستقلان 7 الدخل بالنموذج المبسط الذي تس تخدمه 

هما الاستھلاك المستقل (Ü)‏ والإنفاق الاستثماري (ث) . ولنبدأ بتغير الاستهلاك 

المستقل من (Í)‏ إلى (أ + A‏ أ) فنلاحظ أن مستوی الدخل التوازني الجديد 
سيصل إلى : | 





É 


أي أن التغير في الدخل التوازني سوف يكون في نفس اتجاه التغير في 
الاستهلاك المستقل فإذا زاد الاستهلاك المستقبل فسوف يزيد الدخل » غير أن 
مقدار الزيادة في الدخل ) -A‏ ) سيكون بمقدار أكبر من حجم التغير في 
Уу‏ المستقل وذلك بالنظر إلى القيود. الواردة على المعامل أب والتي 
تجعل قيمتها موجبة وتقل عن الواحد . أما إذا انخفض الاستهلاك المستقل 
فسوف ينخفض الدخل التوازني وبمقدار يتجاوز حجم الانخفاض في الاستهلاك 





آما اذا تغير الانفاق الاستثماری من ث ٠‏ إلى ث ه + ۸ ث فان الدخل 
التوازني الجديد سيبلغ : ا 00 _ x‏ 





أ+ث. + ۸ ث 
u 7‏ 
e [|‏ 
“А +‏ 
5 + 
| = ب | са‏ 








وتوضح هذه الصورة أنه عند تغير الإنفاق الاستثماري يتغير الدخل في 
الاتجاه وبتقدار أكبر من حجم التغير في ذلك الإنفاق . 


| Í A 
د‎ 4 Я = م د‎ 


] — ب ریت 


ومنها نجد ان 
د ب tA‏ | 


——snr O 








1 . | 
А‏ و м‏ 
ÍA‏ 1 ب Í A‏ اب 
وهو مضاعف الإنفاق المعروف والذي يساوي مقلوب الميل الحدى للادخار . 
فالميل الحدي للادخار » كما نعلم » يساوي المقام اعت АА‏ ان 
الواحد الصحيح ومن هنا جاء مصطلح المضاعف . | 


| ومن ثم فإنه يمكننا حساب حجم التغير في الدخل التوازني عند تغير أحد 





عناصر الإنفاق بصورة مباشرة من المعادلة . فإذا تغير الاستهلاك المسنقل هله 
الاستثمار فإن : | 


1 - ب 











اج 
مثال : أحسب حجم التغير في الدخل التوازني في المثال السابق إذا ما تغير 


الصمےل : بمکن حساب حجم الدخل التوازني الجدید باستخدام . 


د = 100 + 0.80 د + 150 
0.20 د = 250 
آي a‏ انخفاضش الإنفاق الاستثماري بمقدار ۰ وحدة — عليه 


انتتاقی ترش الل التو ازنى من ۱۵۰۰ إلى ۱۲۵۰ أي بمقدار ۲۵۰ وحدة. 


أو بالتعويض في المعادلة : 


0.8 - 1 


250 
أي أننا نحصل على مقدار التغير في الدخل التوازني بالتعویض المباشر 


فى الصيغة السابقة . 


۳ Уш 


ثالثا : نمودج يضم القطاع الحكومي 

أصبحت مسئولية تحقيق الاستقرار الاقتصادي في مجتمع ما من المهام 
الرئيسة المنوطة بالقطاع الحكومي . فمن"خلال إنفاق هذا القطاع على مختلف 
السلع والخدمات يؤثر بصورة مباشرة في حجم الطلب الكلي السائد بالمجتمع 
ومن ثم فى حجم الدخل التوازني » ومن جهة أخرى يؤدي العمل على توفير 
موارد مختلفة لتمويل إنفاق القطاع إلى التأثير على إنفاق القطاعات الأخرى 
المكونة للاقتصاد القومي . فعلى سبيل المثال » يؤدي استقطاع جزء من دخل 
القطاع العائلي في صورة ضرائب إلى تخفيض حجم إنفاق ذلك القطاع . 


كما يؤدي اعفاء الإنفاق الاستنماري ija‏ رسوم أو ضر ائب معينة إلى 
تشجيع ذلك الإنفاق . وسوف نبدأ بأبسط الافتراضات وهي أن حجم انفباق 
القطاع الحكومي محدد خارج النموذج عند المستوى "ح وأن ما تحصله من 
ایر اد ات پتمنل في ضر الب مقطوعة مقدارها “ма‏ في هذه الحالة = 
لنموذج مکون من المعادلات التالية : 


, لك - أ+ب د‎ 
СС 
o Оа = гуа 


حيث د , هو الدخل المتاح وهو الدخل مطروحا من الضرائب الصافية 
أما بقية الرموز الواردة فلها نفس المعنى السابق استخدامه . | 





۸ 


وبالتعویض في شرط التوازن للحصول على الصورة المختزله نجد 
aa к‏ 


د = أ + ب (د دض م) + ث + + ح و 


„б tSt, ا +بد-بض‎ = 





مثال : إذا علمت أن : 

ك = 100 + 0.75 د, 
ٹ = 50 

20 = z 
10 = ض‎ 


فأحسب القيم التوازنية 


- 1٤۹ 


۷ 


9—31 

يمكننا التعويض في شرط التوازن فنحصل على : 
کو ш‏ اك ۳ج 
= 100 + 0.75 (د- 10( + 50 + 20 
= 100 + 0.75 د — 7.5 + 50 + 20 
25 د = 165.5 

650 = 315 


ومن ثم فإن 


| 
"v 
ما‎ 


10-0 
- 640 = 


مستو ى الإنفاق الاستهلاكي يتحدد بالتعويض في دالة الاستهلاك : 

و = 100 + 0.75 )640( 5 

| | 580 = 

بالطبع یمکننا التعویض في الصيغة المختصرة للنموذج مباشرة نجد آن : 
۳ 0 - 0.75 )10( + 50 + 20 

| 1 | = N 

075-1 
650 - 

(20) 0.75 +50+)10(0.75-100 02020 - 


— =a 
0.75 - 1 
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э _——.— — 


0.25 
580 = 


الاتفاق الحكومى سوف يؤدي إلى تغير مستوى الدخل التوازني في الاتجاه 
وبمقدار أكبر من مقدار التغير في الإنفاق حيث نجد أن مستوى الدخل التوازني 


۰ بلا n‏ 
الجديد | سیکون : 


أدب ض ,+ .+ ح. + لاح 
ia‏ = 





اف 


وبالطرح لتحدید مقدار التغير فی الدخل نجد أن : 





وحیث أن قيمة الكسز الموضح تفوق الوحدة بالنظر نوقوع المعلمة ب" 

. بين الصفر والواحد صحیح ‏ فإن مقداز التغير فا ي لدخل التوازني يفوق مقدار 

التغير في الإنفاق PEA‏ : ويطلق على المقدار 3 مضاعف الإنفاق 

الحكومي وهو يساوي مقلوب الميل الحدي للادخار ويساوي مضاعف الاستتمار 
السايق الإشارة إليه بالنموذج الميسط . 











кез БЕ 


آما تغير الضرائب المُقطوعة فسوف يترتب عليه تغير الدخل التوازني 
في الاتجاه العكسي حيث نلاحظ أن المستوى الجديد للدخل за лй‏ 
ارا يكن | 


ومن تم فإن مقدار التغير في الدخل هو : 


-ب ۸ ضص 
S A‏ = 
| دب 


j‏ فالتغير في الدخل التوازني يكون في الاتجاه المضاد للتغير في الضبرائب ٠‏ كما 


أن مقدار التغير في الدخل يفوق مقدار التغير في ) الضرائب » أن القيمة المطلقة ٠‏ 





с‏ روہ شی جار 53 الواردة على قيمة 


| المطلقة لمضاعف СА‏ لب : 


مما سبق ذكره عن العلاقة بين مضاعف الإنفاق الحكومي ومضاعف الضرائب 


ا فطع استنتاج أن تغيير كل من الإنفاق الحكومي والضرائب بنفس المقسدار . . 





- ۱۲ هه 


با 


لا يترك الدخل ЈА‏ التوازنی عند نفس مستواه السابق ء بل أن المستوى التوازني 
للدخل يتغير نتيجة لإتباع السياسة السابقة . فزيادة الإنفاق الحكومي بمقدار 
معين وفى نفس الوقت تزاد الضرائب بذات المقدار يؤدي إلى زيادة الدخل 
التوازني . | 


7 ن الأثر التوسعي المترتب على زيادة الإنفاق الحكومي (ويساوي مقدار التغير 

في الإنفاق مضروبا في مضاعف الانفاق الحکومي) يفوق الإنكماشى اس تا 
على زيادة الضرائب (ويساوي مقدار التغير في الضرائب مضروبا في 
مكنا عت الضر ائب) بالنظر إلى أن حجم مضاعف الإنفاق الحكومي أكبر من 
ua шша‏ غ ОРА‏ 


مثال : إذا علمت أن : 


لك = 100 + 0.75 دم 
ث = 50 
ح = 30 
ض = 20 


. فأحسب القيم التوازنية 
الحل : بالتعویض في الصورة المختزلة للنموذج نجد أن الدخل التوازني هو 


э К, ت‎ + а 1 





| - ب 


30 + 50 + (20) 0.75 -100 = 
0.75 - 1 





۔ ۳٠ہ‏ 


165 


— 


.25 5 
660 = 


| ونلاحظ أن الفارق بين المثال الأخير والسابق عليه یتمتل في زيادة كل 

من الانفاق الحکومي والضرائّب بمقدار u аны, „эрү‏ قو در سین E‏ 
تغير حجم الدخل التوازني من "650" إلى "660" أي بمقدار يساوي تماما مقدار 
الزيادة فی الإنفاق الحكومي أو في ао‏ رطق фы Ды‏ ا 
الميزانية المتوازنة" وحيث أن المضاعف هو رقم يضراب في مقدار التغير في 
العنصر للحص ول على مقدار التغير في الدخل فان مضاعف الميزانية 
المتوازية » كما يوضح المثال السابق » يساوي واحد صحيح . | 

من الجدير بالملاحظة أن الإنفاق الحكومي قد يكون في صورة إعانات 
وما بسمی مدفو عات تحويلية "ع МШ‏ وفي هذه الحالة يتم الوصول إلى 5 
التوازنية ара,‏ المختلفة بنفس الأسلوب السایق حیث أن تعریف السدخل 
المتاح هو الدخل بعد кү!‏ الضرائب منه أي أن : 

د , = د - (ض - ع) | 

= د + ع -ضص 

+0 أن الإعانات مقطوعة وتساوي عه نجد أن الدخل التوازني هو : 


| + ب ع,-بض و بت و „б‏ 





L. 


= 1 





- Y°: 


э 


ومن هذه الصيغة یمکننا استنتاج مضاعف الإنفاق الحكومي ٠‏ مضاعف 
الضنر اب . مضاعف الإعانات حيث Jax‏ على : 


4 د | ۸د کک ب 


РЫНА =‏ & = & بے ےک کے ید = .. . .— — 
~~ 





— m 


-A‏ نت е ۸ =з] оа Л‏ ات 


ونلاحظ على الفور تساوى القيمة ENTE E A ИА АТ‏ ع 
الاعانات مما يعني أن زيادة الضرائب لتمویل زيادة الإعانات والمدفوعات 
التحويلية لن يغير من مستوى الدخل التوازني . كما Жу}‏ التوسعي لزيادة 
المدفوعات التحويلية يساوي تماما الأثر الانكماشي المترتب على زيادة . 
نضرائب وبالتالی لا يتأثر المستوى التوازني للدخل . 

نت وسوف نستخدم فرضية أخرى فيما يتعلق بالضرائب المستخدمه في 
“قتصاد уза,‏ من الاقتصار على الضرائب المقطوعة نفرض أنه بالإضافة 


w ; 





دعو تو 


حيث ض , الضرائب المقطوعة . 
ض | معدل ل الشريية آي سی المقتطعة من کی کضريية . 
فما هو أثر ذلك على القيم التوازنية والمضاعفات المختلفة بالنمودج ؟ 
يتكون النموذج المستخدم من المعادلات САЛЫ‏ 
لك = ]+ بدي 


` = 
و‎ — 77T 


\ 


ض = ض , + ض رد 
HARE maa |‏ 5 
الحصول على القيم التوازنية نعوض في شرط التوازن وهو : 
СУЕ а |‏ 
-أ+در + بح 
ہے оа, Фе)‏ ,-ض ا د) +ث ,+ ج 


ә 


د (1 -ب +ب ض +tl=(‏ ع - باض رت oTt‏ 


۱ | +ب ع ,“بض , + ث و ۲ حه 
jiy‏ = 





1 -ب + ض | 


توضح الصيغة السابقة أن مستوى الدخل التوازني في حالة استخدام . 
ضرائب دخلية سيكون أقل عن مستواه في حالة استخدام ضرائب مقطوعة . 
| مثال : أحسب مستوى الدخل التوازني للنموذج 
30 ك-0.75+100د, 
اث -50 | 

ssc 
ض = 20 + 0.20 د‎ 








- ۱۲ - 
الحسل : بالتعویض في الصيغة 


цака |‏ وت و حر 


РТ ss 
30 + 50 + 15 – 100 


0.15 + 0.75 - 1 


= 412.5 
Lj‏ قيم المضاعفات المختلفة فيتم استتتاجها بنفس الأسلوب . 








| ب + ب ض‎ - 1 £ A 


وبالمقارنة نجد أن قيم تلك المضاعفات تقل عن مثيلاتها في النماذج التي 
نا تشتمل على ضرائب دخلية » ويعنى انخفاض قیم المضاعفات أن تغيير حجم 


د لات ۔ 


2 ر من عاضر الأثفاق المستقلة عن الدخل سوف تودي النی.تغیسر 
مستوی الدخل التؤازني ولكن بمقدار يقل ше‏ يتحقق في حالة استخدام 
الضرائب المقطوعة فقط » ويطلق بصفة عامة على العوامل التلقائية التي تغير 
ЕР‏ المضاعفات عوامل الاستقرار الکامنة في اھر دی رھ ورد لنموذج 
السابق أحد أمثلتها وهي ارتباط الضرائب بالدخل . ومن أمثلتها الأخرى ارتباط 
المدفو عات التحويلية للقطاع абый‏ ومستوی الدخل حیث نجد أنها تسنخفض 
. تلقائياً مع زيادة الدخل وتزداد تلقائیا في حالة انخفاض الدخل ومن ثم توثر في 
قيم المضاعفات _ | | 
. ویتیح لنا لتحلیل السابق للتوازن حساب مقدار التغير اللازم في عناصر. 
الإنفاق للوصول بمستوى الدخل إلى مستوى معين . ويمكننا حساب التغير 
اللازم إحداثه في الانفاق الحكومي بنوعیه (المباشر على السلم و الخدمات أو 
. المدفوعات التحويلية للأفراد) أو في الضرائب المقطوعة أو في معدل الضريبة. 
لغرض تحقيق زيادة معينة في الدخل التوازني . ا 


مثال : 
-i‏ أحسب مقدار التغير اللازم في حجم الإنفاق , الحكومي أو في حجم الضرائب 
المقطء 42 الواردة بالمثال السابق للوصول بالدخل التوازني إلى 437.5 . 
بب- أحسب كذلك التغير اللازم في معدل الضريبة لتحقيق ذات . 
الحسل : )1( من صيغة مضاعف الانفاق الحکومی نعلم أن : 





- ١58 


1 ` 





zA 
0.15 +0.75- 1 


10 = > A ۱:۱ 
м. . 


أي أنه يجب أن يرتفع الإنفاق الحكومي من "30" إلى "40" وحدة 
03( الدخل المستهدف . | 
أما عن مقدار التغیر في الضرائب المقطوعة فيمكن حسابه تفص 
لوب السابق » بالتعويض في المعادلة : 








و A ۱ E‏ ض . 
1 دب + ب гоа‏ 
0.75 
Ја А =25‏ د 
0.15+0.75-1 
اذا ۸ ض ,= 13.33 


أي з) 13.33 ОЕК aa‏ هو یوق 
مقدار التغير في الإنفاق الحكومي لصغر قيمة مضاعف الضرائب) فتصبح دالة 
نضر اتب بالنمودج هي : š‏ " ۱ 


ض = 6.67 + 0.20 د 





` _۔ 10۹ - 


ےق اون د أننا لم نحسب مضاعف معدل | لضريية بعد › الا اننا نستطيع 
حساب التغیر المطلوب باستخدام الصيغة المختزلة للدخل التوازني 
و شي М‏ 


کے كن ا کسر 





£ 
أدب + ض | 


30+ 50 + 15 - 100 





ıt ض‎ 0.75 + 0.75 – 1 
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| ص‎ 0.75 + 5 
0.17 = I gala ۱ 


أي أنه يجب على الدولة تخفیض معدل الضريبة من 0.20 إلى 0.17 وتصبح 
دالة الضريبة النموذج : | 
у ۱‏ = 20 + 0.17 د 

لتحقيق المستوی المستهدف للدخل التوازني . ۱ 
رایعا : نموذج يضم القطاعین الحقيقي والنقدي . 
| اقتصرت مناقشتنا حتی الآن على النماذج التي تفترض أن الإنفاق 
الاستثماري محدد خارج النموذج ويعد أحد المعطيات للباحث . وكما نعلم أن 
الاستثمار Айз‏ عكسية في سعر الفائدة فما أثر إدخال هذه الحقيقة في تحلیلنا f‏ 

سوف تتغير دالة الاستثمار محل الدراسة إلى الصورة التالية : 





К 


ا 1ت 


حيث "ث ر" هو الاستثمار المستقل عن سعر الفائدة . 
'ج” حساسية الاستثمار للتغيرات في الفائدة . 

وتوضح هذه الدالة أن تقلبات سعر الفائدة سوف تؤدي إلى تغير الإنفاق 
الاستثماري فی الاتجاه المضاد » فانخفاض الفائدة يشجع على زيادة الإنفاق 
الاستتماري مما يؤدي بدوره إلى زيادة الدخل التوازني بمقدار أكبر من 07 
مضاعف الاستثمار . وبعبارة أخرى » أن مستوی الدخل التوازني یعتمد على 
اسعر الفائدة السائد في.السوق . ولتوضيح ذلك رياضيا نعرض ызы‏ التالي 
والذي سوف يشتمل على تغيير دالة الاستثمار في النموذج الأخير . 


е 5]‏ ب د , 
е‏ = ث . ¬ جف 
С €‏ 


„ә‏ = ض ,+ ض رد 


و بالتعويض في شرط التوازن نجد أن : 


w * A 


> [4 
۱ 


داب ض ,+ بت ь‏ + ح ,¬ جف 








SEE 


وحيث أن الصنيغة السابقة تحتوي على مجهولين فلا يمكننا الوضصول 
إلى تحديد أحدهما بدون معرفة سابقة بقيمة الاخر . فاذا علمنا مستوى سعر 
الفائدة يمكننا تحديد مستوى الدخل التوازتي لكل سعر فائدة ء أو يمكننا تحديد 
سعر الفائدة اللازم لبلوغنا مستوى دخل توازني معين . 

وبعبارة أخرى اننا انتقلنا من مستوی دخل توازني فريد إلى عدد 
لا نهائي من مستویات الدخل التوازني طبقا لمستوی سعر الفائدة . ویطلق على 
KESA‏ ي توجد بين الدخل التوازني وأسعار الفائدة المنحنى " н‏ 
المعطاة بالصيغة السابقة للدخل التوازني بالمنحنی 'ث خ" يوضح یم 
من الدخل والفائدة التي يتساوى عندها الطلب الكلي مع مع العرض الكلي مہ من السلع 
والخدمات » أي أنه الشرط الهندسي لشرط توازن سوق су‏ اڈ | 
العلاقة العكسية بين مستوى الدخل التوازني وسعر الفائدة وهذا يعود د للعلاقة 
العكسية بين الإنفاق الاستثماري وبين سعر الفائدة . | 
مثال x‏ أحسب منحنى التوازن في النموذج المبسط التالي : 

0 ف = 150 +080 د ٠‏ 
ث = 50-70 ف 

00 ثمأحسب موش لسن توازني عند كل من أسعار sa stil‏ 9045ء ٴ 
اسا امیش في شرط эз‏ ب أو في "Z ааа‏ مباشرة 
نخصل على : 


د = ی + ث 





з-с 


د = 150 +50—70+50.80 ف 
30.2 = 220 - 50 ف 
د = 250-1100 ف 
المستو ى التوازني للدخل عن ف = 0.05 هو : 
X 250-1100 =‏ 0.05 
= 1050 
يتطلب تحديد الدخل التوازني في سوق الإنتاج إذن معرفة مسبقه 
بمستوى سعر الفائدة فكيف یتحدد هذا السعر ؟ يتحدد سعر الفائدة نتيجة التفاعل 
Р‏ اکا کی . النقود والكمية المعروضة منها ء فهو ظاهرة نقدية مما يلزمنا 
ره سوق ند ыан‏ المعروضة من اک 
بالنسبة للكمية المعروضة من النقود تن" سوف نأخذها كمعطاة أي أنها 


تتحدد خارج لنموذج ولیکن عند المستوی آن , ° . أما الطلب الكلي على التقود 
ظط لت ال جزئین » الأول "ل" هو الطلب على النقود لغرض المعاملات 
والاحتیاط وعادة ما يفترض أنه يرتبط Ghi‏ بمستوی السدخل + أي Р‏ دال2 
الطاب على آلنقود لغرض المعاملات ستأخذ الشكل : 


ل م د. 
حيث ر" هي النسبة المحتفظ بها من الدخل في صورة نقود . آما الجز ء 
الثاني من الطلب على النقود "لد" فهو الطلب عليها لغرض المضاربة ء وهذا 


يرتبط عكسيا بسعر الفائدة . فدالة الطلب على النقود للمضاربة تأخذ صورة : 


ل د-ل م-وفا 
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الطلب على النقود للمضاربة المستقل عن الفائدة . 


حيت ل ь‏ 
و حساسية الطلب 218 النفو د للمضاربه даш‏ ات سعر الفائدة . 
من العناصر السابقة یکتمل النموذج الذي يصف سوق النقود حیث نجد 


وبالتعویض فى شرط التوازن في سوق النقود : 
O‏ و = م د у‏ وو 


emas‏ ل 


ن . -ل و +٣‏ وف 





3 


توضح الصيغة السابقة أن المستوى التوازني للدخل في سوق النفود 
يعتمد على مستوى سعر الفائدة ء فالصيغة تشتمل على مجهولين ولابد من 
معرفة أحدهما لتحديد الآخر » فتحديد سعر الفائدة يتطلب معرفة مستوى 
الدخل . وتصف الصيغة السابقة أزواج القيم من الدخل والفائدة التي تتمشى مع 
تحقيق التوازن (أي تساوي العرض مع الطلب) في سوق النقود . ويطلق على 


= Om 


الصيغة السايقة منحنی "22 ن" فهو الشر h‏ الهندسي لشرط تو ازن سوق النقود . 


ونلاحظ أن المنحنى 'ط ن" موجب المیل حيث أن زيادة مستوى الدخل التوازني 


في Ж‏ تتطلب 0 الفائدة . 
o‏ =300 | 


ل =30.20 
ل , -150-100ف 


. بالتعويض في شرط التوازن » أو صيغة المنحنى اط ن" نحصل‎ Кз ы} 
: على‎ 


300 = 0.20 د +100 - 80 ف 
0.20 د ع 200 + 150 ف 
= 1000 + 750 ف | 
يض عن سعر الفائدة بقيم معينة يمكننا معرفة مقدار الدخل التوازني في 
سوق النقود المتمشی مع تلك القیم » وحیث أن كلا کا من صیغ المنحنی 27 خ" 
والمنحنى 'ط ن" تشتمل على المجهولين الدخل وسعر الفائدة ء فانه يمكننا أن 
نحل المعادلتین نياً لتحديد القيم التوازنية للمجهولین РИ‏ 
سوق الانتاج وسوق النقود يتم آنیا أي طبقاً للتفاعل بين السوقین » وبالتعویض 


أ ¬ ب ض . + + حر “جف = لب ه رن وف 
` ا مسبت 





| ] دب +باض | : . 
ومن هنا ! نستنتج أن الصيغة المختزلة للنموذج هي : 


89 + 

— و (ا-بض,+ث,+ح)) + ج (ن.-۔لء) 
з‏ _ ا س 
و( 1 حب + ب اض ) + ج ف 


5 م )1 ب ض , +ث ه + خ ه) - )2—1 +ب ض ) (ке лы)‏ 
ف = 
و(1-ب + ب ض))+ جام 
Í мт‏ . 


لعل المثال العددي والذي يضم كل من منحنی ث خ" > منحنى "ط ن" الواردان 

بالأمظة السابقة يوضح كيفية حساب القيمة التوازنية للدخل والفائدة التي تحقق 
التوازن في السوقين . | | 

ك = 150 + 0.80 د 

> = 70 - 50ف 


ن = 300 
ل = 0.20 د 
لد = 100 - 150 ف 


\ 
ہے 


т. an 


к ف‎ 750 + 1000 


< 
АА‏ بحل суда‏ المعادلتین سویاً تحصن علی : 
اذاف = 0.10 
د =1075 
وبالطبع يمكننا التعويض في الصيغة المختزلة للنموذج وتحديد القيم التوازنية 


می0" 


= 113. 


الفصل الثالث 
المصفوفات (MATRICES)‏ 


المصفوقه هي مجموعة من القیم مرتبة في شكل أعمدة وصفوف ول 
تختلف عن المحدد حيث يكون . للمحدد قيمة رقمية لا ند تتغیر مهما غيرنا من 
وضع 1 أعمدة والصفوف بينما تتغير المصفوفة ا تیر وضع الأعصدة 
السفوف فيها ولهذا لا يكون للمصفوفة قيمة محددة » وأيضا يمكن أن تختلف 
عدد الأعمدة عن عدد الصفوف في المصفوفة ولكن لا يمكن ذلك في المحدد 
KI,‏ مصفوفة نظام هو عبارة عن عدد الصفوف X‏ عدد الأعمدة . 
فإذا رمزنا لعدد الصفوف بالرمز (a)‏ وعدد الأعمدة بالرمز إن ن) فعلى ذلك تكون 
المصفوفة مكونة من م ن عنصر ٠‏ | 
و ادا کان م = ن تسمى المصفوفة مربعة . 
جمع وطرح المصفوفات : ۱ 
ا يمك ن جمع وطرح المصفوفات الا إذا كانت لها نظام واحد وناتج عملية 
ا الطرح هو مصفوفة لها نفس النظام بمعنى أن : 

عد کف الول = عدد صفوف الثانية . 


وعدد أعمدة الاولی = عدد أعمدة الثانية 


١+۱+۳ ۵ ۲ ۱ 
Y+A +N Y+Y+Y ۳ 





Y \ © \ Y Y 
Na v_ Y 
سا‎ ۱ £ \ ` À 
الخ‎ 
YxY— \хү-. °x Y — \хү-— Y xr Yx ۳ 
+ 
YxY— \—хү-— | £ x Y — \хү— Yx £ Yx, 
٦ہ‎ y- جوا‎ те ۹ ١ 
+ + 
q- ү ہ۸‎ y- ١ Y r 
í` — ١. 44 Y— ۲ — ` 5 


صرب مصفوفة فی مصفوفة أخرى : 

يمكن ضرب مصفوفتين إذا توافر الشرط الاتي : 

PPE КО‏ تفه ые‏ عدد صفوف المصفوفة الثانية ويكون ناتج 
ع اشرت مصفوفة على نظام عدد صفوف المصفوفة الأولى في عدد 


أعمدة المصفوفة الثانية . 


- ۹ 


| | осш з (°) ды 
۲ ۱ ۱ 
۲ ж ==, уу 
| r \ \ Y Y 
0 ی‎ НЫ جس مشیر‎ | 
Y x Y شرط الضرب‎ ۳ vY: 


د ناتج عملية الضرب سه 


E ا کی‎ ы 
۳×۱ + yxy + yxy ۱ ۰۱ وی وہ واج‎ 
Y. 4 | [tottis ه‎ + Y+ ۲ 
۲۱ A Y+Y+ ۱ + +V 
(`) مثال‎ 
۳ + 
Y ү 5 TE 
2 ١ | 
Y L 


YxY — шз e. 





TNE 


EXT EFA ء۰‎ 3 


ех ١ + Y x Y XN үзүл ү 
عردم يي ۲ جرع‎ ١ \хү+үхү\ү 


Ө © \ү+ү ۳ + ۲ 
`. o 5 ع‎ + + TE 
١١ 3 ۸ + ۳ Y + Y 





يشترط EEE‏ المعکوس الضربي لمصفوفة ما أن تكون مربعة وآن کت 
эш‏ الذي نون من عناصرها لا يساوي امس( ә.‏ لایج - 


7 
إيجاد متممات کل عنصر من عناصر المحدد وذلك بإيجاد قيمته 
وضربه في (-۱) مرفوع إلى أس يساوي مجموع ترتيب صف وعمود 

العنصر الذي نجد له المتمم . | 
هذه المتممات تكون مصفوفة . 


إيجاد تحوير المصفوفة السابقة بجصل الصفوف أعمدة والأعمدة 


قسمة كل عنصر من عناصر هذه المصفوفة الأخيرة على المحدد الذي 


حسبنأه في الخطوة الأولى ; 


К 


CE 


وبذلك نحصل على المعكنوس الضربي للمصفوفة الأصلية (أو مقلسوب 














. المصفوفة)‎ 
(V) مثال‎ 
< 
| ай ادا کار‎ 
: الصحل‎ - 
صفر‎ Z Y = NA ٣ں‎ = 3 £ = і | 
> ` 
ا ادا‎ ма ۰۰ 
6 Tes Шш 
j ان‎ 
n ы т. 
| 7 | 
il ||) لا‎ 
v_ ٥ 


هم 
لئے 
1 





a TYS o 





یں را TENTS‏ 





Y. + \ л = Y. == Ya 
(^) مثال‎ - 
2 ۱ ۱ 
ˆ ادا کان اب = 1 -\ \ فأوجد ب‎ 
Y_ ۳ ۱ ۱ 
۱ سل‎ 
(1—\) + )۳+۲-_ Y — (Y-Y) ۱ = (—) 


با ١‏ ۲+ . هد ۳ Z‏ صفر 


Weil عم‎ рр ә زر‎ 


(ее 


= + (-م) 





أل عدم ام دعوم اا 
ساععنم -eleil‏ اب 

















| : 


ШЕ " "s: 
کہا‎ 6 























YVO a‏ ہے 


- مثال (۱۰) باستخدام المصفوفات حل .المعادلات 
٣‏ س + ص + ع 2 . 


س + ص t‏ ع ж.‏ 


a 


ا 


í = ат y 





5 ان‎ 
А Е \ Y 
)۱( سے‎ | v| = ١ ١ 
| ` К: ١ 
| р \ Y 
Te eS үң ١ |, ж 1 


Y= ۳ Y ۱‏ ۱ = صفر = ۱ 7۶ سفر 


C) Е" 





БЫЛИ 








)١-( + = ا مم‎ 
١ ١ 
١ 
١ о ۲ — لد‎ 
۱ 





= \хү ۳ x ۳ 
\ = ص = ۱ اذا ص‎ 
۱ = a ادا‎ ١ 4 


مثال )١١(‏ : استخدم معكوس المصفوفة في حل المعادلتين : 


1 س - ص ЯБ‏ 


8-2 کا كن‎ T. 


ےت ای لسر 7 ۱ ۳۳ 


a FNV a 





_ = \ سے‎ 
CFE O? озүң 
ы ۱:5 р 
' ~ 
كد‎ 5 
۴ pe ۹ коң ш 
۱ ۱ vY 
< 7 6 ٦ ۹ صلن‎ 


١ o> 

إذا الحل هو س = > “o.‏ ` 

مثال OY)‏ : باستخدام المصفوفات حل المعادلات الاتية : 
٣س o cC‏ جم ”€ 


ы.‏ + ص - ع = صفر 


المعادلات السابقة يمكن كتابتها على الصورة 
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EA 


۰ ۱۷۸۔ 


4 

yeso ya 
Ves Sas .8 

\ — 

١ 

١ 

\ - 

\ — 

\ — 


EA 


EA 








Y 
۱ 
۱ 
۰ 
Y ч 
١ y 
je ١ 
— í + A = 


۱ 








۔ ۱۷۹ 











تطبيقات على ا ستخدام المصفوفات . 


0 ول i‏ افتوازن فى бе‏ فی 

u‏ ہم Jana‏ بد میتی 

ہما يحدث في أسواق سلع أخرى » وا تبسيط العمليات الحسابية = 
انماذج التي تشمل عدة سلع وذلك باستخدام Баа Б‏ 
йш ла‏ و اتن 
مخسال : لذا علمت أن نے Е‏ | | 

Gs 30‏ 20- 3 س] + سے r‏ سو | 25 = 30 + سإ — 5 سد Я‏ 


к 3 اعو- 30س‎ О وسر‎ f 





کت ,-15 Се тү"‏ سس و 
£ - 5 وس و 
فاحسب الأسعار والكميات التوازنية ». | | h:‏ | 
سد : بالتخويض في فرط шуа‏ سوق تحصل على امات ا Е ANI‏ 
التالية | 1 
12 س ¬ سر ¬ س3 К‏ -20 
а ТИ‏ 


یں бе‏ من و 7 2:5 1 





- ۸1 


و ۵6 f‏ ۱ ہمہ К ۱۰ 3 š‏ 
و باستخد ام المصفو فات نجد ان مصعوفه المعالم في النظام السایق 


1- l- 12 
0 35 l- | =! 
6 0 l- 


8 = за 27 = а 18 = فب‎ 


: تموذج میسط لتحدید الدخل‎ : Е 
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إلى ذات المعاني السابق ذكرها . أما شر فتوضح معدب‎ Жел عع ھی‎ 
| | . تغیر الانفاق الاستثماري عند تغير الدخل‎ 
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۾ هدد يمكن اعادة صياغتها في صوره المصفوفات التالية : 
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و بتطبیق قاعدة کر امر نجد أن القیم التوازنية للمتغیرات الداخلة بالنموذج هي : 
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الحل : باستخدام شرط التوازن ٠‏ 
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: ولنبدا بالنموذج المبسط التالي حيث نجد أن‎ 
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النسبية فان النموذج سوف يتكون من : 
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و بالتعویض في شرطي التوازن بالسوقين نجد ان 
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ء بمقار نة المصفو فات السابقة نلاحظ أن عناصر مصفوفة المعالم في النموذجین 


؟ اكب 


وم ` 


السابقین قد تغير منها العنصر الأول "1۳ ا" فبدلا من (أ-ب) نجد إن إضافة 
القطاح الحكومي фа‏ يتغير إلى (أحب +ب ض |( ونلاحظ كذلك أن العنصر 
الول من متجه الثوابت قد تغير ليضم المتغيرات الخارجية الجديدة » ومن قم 
فانه لينا الآن أسلوب أكثر عمومية يوفر الكثير من الخطوات . نستطيع إضافة 


قطاع التجارة الخارجية (حیث یفترض عادة أن الصادرات ص محدد خارج 
النموذج عند القيمة ص , بینما الواردات تعتمد على السدخل حيث وا لمیسل 
У‏ ۱ بل — 


الحدی SU‏ = اد) مسا یودی الى تغير العناصر الواردة بالمصسفوفات السايقة 
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ویمکننا الوصول إلى القيم التوازنية مباشرة بالتعويض في الصيغة المختزلة مع 
أخذ التغيرات السابقه في الحسبان . | 

كما أن التغيرات التي تطرأ في سوق النقد سوف تنعكس على تغير" م "أو" وٴ 
فى مصفوفة المعالم أو في تغير Аай‏ العنصر (ن ه - ل ) في متجه الثوابت . 
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مسوم بالقيم الجديدة نستطیع حساب القیم التو ازنية مباشرة ۰ ولعل استخدام 
مثال عددي ضح ша‏ السابقة . 1 | 
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وس М‏ . إضافة قلاع حکومي حیث 920:22 за.‏ <3020 
على القيم الت ۰ | 


Жыз)‏ المترتب على زيادة ء عرص النق : ү ИР‏ ار 45.75 وحذة 
ZETOR‏ نية لو ار دة بالنقطة السابقة . 
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سوف يترتب على إضافة القطاع الحكومي تغير المصفوفات الواردة إلى 


الصورة : 
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سے — — 


0.25 -25 ف 1125 
میٹ يمكن الحصول على القيم التوازنية الجديدة باستخدام قاعدة كرامر لو 
مقلوب المصفوفة . وستكون القيم الجديدة هي : 
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تن نی موجه الثوابت علی النحو التالی : 
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Q.‏ 4 ے 


الفصل الرابع 
المد ددات 


يعرف المحدد بأنه مجموعة من الأرقام مرتبة في شكل صفوف وأعمدة 
„з‏ ص أن يتساوى عدد الصفوف مع عدد الأعمدة فإذا كان المحدد مكون من 
бый. ы‏ و عمو دین سمین محدد من الرتبة الثانية . أما إذا كان المحدد مكون من 


کرت ضفو ف ,205 أعمدة سمى محدد من А 45 у‏ وتوص ` هذه الأرقا 


9 0ئ0 ویرمز للمحدد بالرمز 4 (دلتا) . 


أو لا : المحدد من الرتبة الثانية : 

هو محدد مكون من صفين وعمودين وتتوقف إشارة كل عنصر مل 
عناصر المحدد على موقع كل عنصر في المحدد . فإذا كان حاصل جمع (رثم 
اف ررقف ال عد :زوجي كانت إشارة العنصر موجبة أما إذا كان 
حاصل جميع (رقم الصف + رقم العمود) عدد فردي كان اشارة العنصر سالبه 
ويلاحظ أن الرقم الأول يرمز إلى رقم الصف والرقم الثاني يرمز إلى 
اعون فد )0( يعني أن هذا العنصر يقع في الصف الأول في العمود 
ام ۱ ذا كان i)‏ 15( يعني أن هذا العنصر يقع في الصف الثاني في العمود p‏ 
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ويلاحظ أن تا к‏ القيمة А ейин‏ | 
ناسر الواقعة على القطر الإخر дихй‏ 
зый‏ الاخر 







= (حاضل ضرب العناصر الواقعة على а‏ الرئييسي) | 
Lala) ~‏ صرب 2 الواقعة على القطر (AY‏ 
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ثانيا : المحدد من الرتبه АМИ!‏ : 
وبتكون هذا المحدد من ثلاثة صفوف وثلاثة أعمدة 


0 | £ £ ` 
ان 55 خی 

£ 3 | F : 
اہم‎ yyl أ‎ > = А 
Я £ s 2 
ام‎ хе! اج‎ 


7-0 اشا ز: کل عنصنر من عناصر المحدد 7 موقع هذا 
العنصر في المحدد فإذا كار ن حاصل جمع (رقم الصف + رقم العمود) عدد 
s‏ × تکون إشارة العنصر موجبة . أما إذا كان حاصل جمع (رقم الصف t‏ 
رقم العمود) عدد فردي تکون اشارة العنصر АШ‏ وتکون إشارة عناصر 
الع تکاله فى إتجاه عقارب الساعة وتبدأ باشارة موجبة کالاتسي 
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Слз‏ ایجاد القيمه العددية للمحدد من الر تیه الثالنه باحد | لص یعس الات 


الطريقة الاولسسی : 


ویطلق على هذه الطريقة طريقة المحددات الصغرى وبموجسب هده 


1 ی * А ۰ * t‏ ۷ 
و آي عمود ویتم ضرب کل عنصر باسارنه مر 
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عناصر هذا الصف أو العمود فى المحدد الأصغر لهذا العنصر ویستم ایجد. 
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المحدد الأصغر بأن نحذف الصف والعمود الواقع فيه العنصر والباقي یسم 


المحدد الأصغر لهذا العنصر . ویتضه ذلك من المثال التالي : 


اوجد قيمة المحدد a =l‏ 
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الطريقه الثاند زه : 

وتسمى هذه الطريقة بطريقة كرامر الأقطار الموجبة والأقطار السالبة . 
حيث يتم تكرار العمود الأول والعمود الثاني للمحدد المطلوب إيجاد قيمته أو 
تكرار الصف الأول والثاني . ويلاحظ أن الأقطار المتجهة إلى М‏ تمشل 
ار ال جبة أما الأقطار المتجهة إلى أعلى تمثل الأقطار السالبة والامتلة 
التالية توضح كيفية إيجاد قيمة المحدد : 
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أوجد قيمة المحدد الاتي : 
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المحدد من الرتبة الرابعة : 


ویتکون هدا المحدد من أربعة صفوف وأربعة أعمدة . 
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ويلاحظ أن إشارة كل عنصر من عناصر المحدد 5 تتوقف على موقع هذا 
ر المحدد فاذا كان حاصل جمم (رقم الصف + رقم العمود) عدد 
زوجي تكون ن إشارة العنصر موجبة أما إذا كان حاصل جمع (رقم الصف + 
قم العمود) عدد فردي تكون إشارة العنصر سالبة وتکون سے عناصر 


المحدد متتادله شی اتجاه عقارب الساعة وتبدأ ڊ باشار Š‏ 5 مو چیه کار تسین 
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المحددات الصعر ی او يطريقة الأقطار حيث : 
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اذا قمة المحدد = VY =o, + чо YY‏ ےت 


ےت 
ШШЕ‏ : استخدام المحددات في حل المعادلات الخطيه : 
)1( المعادلات الخطبة ذات المجهولين : 
بفرض أن لدینا المعادلتين الخطيتين الاتیین نس 
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ویحل المعادلات السابقة نجد ان : 


А : ص‎ À کس‎ | 


(© 


a A 2 А =‏ ات 





ie |‏ هن و شو 
Е х За. 2‏ معاملات ٠‏ صل ۰ Z -= ы‏ 
А —‏ هو محدد مكور من من | C‏ نے 


مقام لكل من س › ص » ع . 
„ч es |‏ . الحد „AsL \\ Ë‏ 
„ДА LJ‏ هو نفس محدد المقام بعد حدف معاملات س ووضع 9 : 


ا“ 8 | لده Бы‏ 
٦ ` ۳ - | i‏ املات صل وو 2„ 
المطلفة. 


۱ ْ А! | ` ` | ` А HS ` 
لحدو د لمطلقة‎ самая کے‎ 5 : | 





нА 
! 

| ےہ ب pa‏ 
۱ < 


المعاد لات 


0) 
00 


(7) 


اس سے ہے  ——‏ — 


al‏ المحددات أو جد قیمة كل من س » ص » ع من 


EA 





YZ ۱ t ا‎ 
| ۲2 тл vl چ‎ 
ع‎ пона 
Ж. ۱ 
t 
Га мы 5 а ۱ ته‎ 5 
| 
۲2 ہب‎ | YZ = اب‎ 
1 | 
۳ ب۳‎ | | rZ r= ام‎ 


en 
о 
| 








ال ۱۰ : 


فى لا 
Ж eres h‏ ` 
لے سس شے 
- 


f. 





— 


мә 


1 وی 





O 
rr. 


L المعد‎ х] 


4 
سے‎ o) 
| 
“4 
+ 
1 
-í 
il 








Ta ۳ س‎ A | 
۳ | 5 ك‎ кл 
Y О Е A 

y= — сыты шы, e A 
1۳ ۸ ш ص‎ 
۳۹ : ۱ 

۳ = ۳ A _ | 
۳ о = 


وللتأكد من الحل يتم التعويض بقيمة كل من س ۰ ص а ٠‏ تي 


السابيقة . 
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. الفصل الخامس 
اللوغاريتمات 


اللوغاريتمات ت طزيقة اہ لتبسيط العمليات | Р как‏ مات من خواصر 
لاک نت لو ٠ = "log"‏ اللوغاريتم ن PENE S‏ کے 


ال و غاریتم А‏ و العدد ۳ هو í‏ فل أعدد يختار ыйы a‏ للو غاريتم ويكتب 2 Е‏ 





رة لو ٠.‏ وعادة ما يشطب الرقم ٠‏ من أساس اللوغاريتم , للتبسيط حيث 


أن الجداول الخاصة باللو غاریتمات قد حسبت للأساس ود فان la‏ 


٠ و أساس يعني ذلك 7 ن اللوغاريتم للاساس‎ а pn s 
Е мо О. | . او : تعريف اللوغاریتم‎ 
: لو غاریتم العدد هو الأ الذي إذا, رفع إليه الأساس نتج العدد‎ 
=i мй فمعنى ذلك أن لوغ غار ار | العدد هو الاس الذي إذا رفعت‎ Vs. الا‎ 


۰ کار" к ТРИ‏ أي آن : 


іда >‏ کا 








Y. = ۰ 
с 
و هکذا‎ ١۱۰٠ح‎ е 


СЕТ | Š والائنين . وجميع الأعداد التي تتر آو ح > ہیں المائة‎ aal ار يتراوح > بين ` الو‎ м 
. يتراوح لو غاريتمها بين الاثنين والثلاثة .. وهكذا‎ 


۔ 5175 


сс‏ ل توضح قيمة اللوغاريتم يمكن عن طريقها اا قيمة 


أا 
sied‏ لوغاريتم العدد Yo‏ | 
الصل : 


لو ۲۵ = ۱,۳۹۷۹ 


خصلنا على هذا الرقم من الجداول حیث الام مسا ییسمی یالعدد 
Е‏ البياني والعدد البياني هو عدد يقل بواحد صحيح عن عدد الأرقام الصحيحة في 
' العدد المطلوب ایجاد لوغاریتمه . وحیث أن العدد ۲۵ رکرو ھی فالعدد 
البياني له يساوي ۱ ثم نبحث في جداول УЙ‏ غاریتمات عن السرقم ۲۵ تحت 
عمود الصفر . | | 
ومعنی أن لو ۲۵ = ۱,۳۹۷۹ هو أن (۰) "۳*۳ = ۲۵ 


۲ - آوجد لوغاريتم العدد ٦۷ ۶٩‏ 

تبداً ولا بتحدید з а зз‏ حیث أن العدد المطلوب ایجاد 
لو غاریتم له يتكون من أربعة آرقام نم نکشف في جداول اللو غاریتمات عن ٦۷‏ 
. تحت ال ٤‏ فروق 4 آي تکشف عن أول رقمین تحت الرقم الثالث азу‏ یف 
فقو المناظرة للرقم > 
I‏ فنجد أن :لو ۱۷۹ = ۳۲۸۲۹۳ 


Y AYAY 2 


ومرة.اخرى هذا يعني أن (۱۰) کی ` 





r .‏ 
۳ — أوجد لوغاریتم العدد 4,511 


ص حدس واحد à‏ 
7 


فى العدد المطلوب ایجاد لو غاريتم له ثم نکشف عن *: تست . 
لو احد فروق V‏ ویکون : 


ОРИ" 
وذلك لأنه لا ت‎ ١ - العدد البياني في هذه الحالة هو‎ 
. ثم نکشف عن ۲ تحت ۲ فروق ؛‎ 
۱, ۸ == م٤ لو‎ 


. YAN Y 


СР |‏ \ 
элүү, > 77 (°)‏ و ےت 
٥‏ - أوجد لوغاریتم العدد ١7‏ $ ۰, 

العدد البياني في هذه الحالة 95_ — Y‏ لأنه لیس hä‏ لا تو — ا де‏ 
هه واه La‏ يوجد صفرا على يمين ыы‏ كك 


۷ تحت أل‎ ١ 





۱۱۳۲۷۹۹ -= YY.) = ٠,٠٤١۷ لو‎ 


ا 1 ә‏ 
> - أوجد لوغاريتم العدد ٠,٠٠٥۷‏ 
العدد البيائي = - ۳ ثم نکشف عن СҮ‏ 


9 


۲,۲ ۱ == ۳۱۷۵۵4 = ٠,٠٠23۷ لو‎ 


,< .ع © 


أن نعترف مقدما على بعض خواص اللوغاريتمات والتي منها أنها تحول 


ثانيا : خواص اللوغاريتمات : | 
۱ لوأب<-لواأ+ لوب 

Ё | ۲ 

(у‏ الو ل لوا - لوب 

¢ 9 0 

(Y)‏ لوا ب = ب لوا 

———-\» (9 


3 F. NI كيفية تبط العمليات الحسابية باستخدام هد د القو انين مين‎ аазы, 


r 


یه 


Н )۷۱۸( = ۶۸ 


о )۷۱۸( لو‎ = ۸ р РЕ 


١ 
۷۱۲۲ی‎ = ۲۸۵٥٥ — لو خالاع‎ = 


` 


. ` ` = | 


ч 


الو احد فروق ۲ تنجد أنه ۳۷۲۲۲ وحيث أن العدد البیانی في الجو اب السابق کار 


w‏ سے 
رک و aa š . Í E- жел OS‏ اقم کک و الج 
صفرا فان ذلك يعني أنه يجب ان يكون لدینا شي ادصس رغم = و 


فنضع العلامة العشرية یمین الب ۳ ویکون : 


۳۷۲ = ۸ р 
А 


۱ أوجد قيمة‎ (А) مثال‎ - 
)۲۳,۵۱ NETS 7 
| а= 





(тук ا‎ 


ص = 
سد 





(тт, о) x ۲ ۱‏ 
لو ص = لو البسط - لو المقام = 
5 


لو (ї2,\7)‏ °" + لو (۱۲۱,۳) '" لو (тт, е)‏ کو ۵۲۱ 


"a 


١ Ф 
لو‎ = YY e لو ۲۱,۳ ۸ لو‎ ۲,۱ + ۲۵,۱۳ Ду, = 


Son X%*— ۲۱۱۸۳۸ Y Y+ YE, Yx ۷6 = 


Y VA: x ۳/۱ — 


١,۲۳۹۸ = NYY - ٤۳۷۹۸ + ١,۰۳۹۱ رع‎ = 


۷۹ -- ۱۳۱۳۹۸ ۶ ۰ ۱۱۲۹۷۷ 
اذا لو صر = ۱۲۹۲۲ اذا ص = ۱۹,۸۵ 
کشفن! في جدول الأعمال المقابلة للو غاریتمات عن ۰,۲۹ تحت أل V‏ 

رو ۲ وجدن! الرقم ۱۹۸۵ ۰ وحیث لچ العدد البياني واحد فیکون عدد انار قام 
ТЕ 1‏ و بالتالي يكون الجو اب ۹۶ . 
مثال )٩(‏ | 


باستخدام اللو غاريتمات اود : 


YA, Y ج‎ | | “Мә Y 3 кА ۳ (1) 





+ 


۲١۷-۰ |‏ 
بالبحث في جدول الأعداد المقابلة نجد أن 2 


£ es 2 


(ب) نفرض أن ع - -}[ ٦۷٥‏ بأخذ لوغاریتمات одада‏ 


0 0 ۷۱ 5 = ۲۳۹۳۰ x — ave | لو‎ = 


œ 
الع‎ 


. RAW =< المقابل ع‎ asal 


٠ ٠ بأخذ لوغاريتمات الطرفین‎ ' ٠ | Y= نفرض أن م‎ (z) 


T وہ رو‎ т كر لو‎ sas 


الہ n‏ ہے ۹5,30۷0 


ÝA. 
التفاضل وتطبيقاته الاقتصادية‎ 


لتغیر والمتفیر " 

تشم الكو هر الطبيمية بطابع اھر سی نات التي نجمعیب 

ل دی ل نون مق تون رة ف 5 راسة ظاهرة 
كظاهرة الحرارة في بلد ما في ي يوم ما قد نقيس درجة الجرارة کل ساعة مسلا 
فنحصل على ۲٢‏ مشاهدة ء هذه المشاهدات تكون غالبا مكظلةة عسن ажа‏ 
البعض لان لحرارة تتغیر من وقت إلى آخر . وإذا رمزنا بالرمز س لهده 
الظاهر 5 فان هذا الرمز يعبر عن أي درجة من هدد الدر جات دون از بخضص 
در جة معينة منها ونقول حينئذ أن س متغير نطاقه مجموعة درجات الحرارة 
التي لدينا ٠‏ وبصفة عامة نقول أن المتغير هو رمز يعبر عن أي عنصر من 


٠: مجموعة معطاة‎ ушш 


بين طول 5 المربع 1 айы,‏ س) ویمکن عمل معادلة ga‏ س ×× 


بالمتغير المستقل ويسمى المتغير ص بالمتغير التابع 


فإذا كانت كل قيمة ل س تعطي قيمة وحيدة فقط ل ص تسمى العلاقة 


كول هن ыйа‏ وس ада жый,‏ من = د (س) . 


„т. 
: التغير‎ 
TEE М ۱ ۱ E | ۰" 
يقال ان‎ ٥ إذا ارتفعت درجة الحرارة في أحد الایام من ۲۰ لسی‎ 
درجات منوي : فإ مزا ی ترج‎ ٥ هناك تغیر يأدرجة الحوارة قدزہ‎ 
 ريغتلا أي أن‎ osy ٣١ = سر‎ EER لحرارة بالرمز س مثلا فان‎ 
في بر‎ шау, س يعد ال لتغير - قيمة سس الأصلية‎ Аад = سس‎ 
س = قيمة س بعد التغي‎ À هس ین کتابة العبارة السايقة هكذا‎ д 


قیمة4 س الا صلية 





+ | | i à 
و یا ب ی يعني آن فا‎ дын 
س و تعرف بنا مسا‎ ۸ е 


а уу 
| ویسمی بالمعامل رس الأول‎ А صفر‎ 4— оа. نها‎ Su. 


ص بالنسبة إلى س ٠‏ أو المشتقة التفاضلية ЕГ‏ للدالة ص Аы,‏ 










ل نب 


i‏ ونرمز له بالرمز دص أو د (س) أو ص 


7 
> 
Ç 


۳ š ۱ ۹ . 1 مه‎ 5 ~ 16 ` I 
ы 2 . ل ص‎ | | 


Eh n 


GG‏ : إيجاد المشتقة الأولى للدالة ص = د (س) 


. عندما تتغير س إلى س + A‏ س فإن ص تتغير إلى ص + À‏ ص 


"P „а 
سيا‎ x 


. على الصورة‎ )١( чыш, 


صر + ۵ص = د (س + 4 س) سم (Y)‏ | 


ETT 
5 د (س + ۵ س) - د (س)‎ 
- ( | ا‎ На ЕЕ ЕТКЕ А Таа ا‎ 


a + p WA 








Ye 


- مثال (۱) بالمبادی الأولية أوجد معدل تغير ص بالنسبة إلى س للدالة 


= س Y‏ +۲ س ۸۵ س А)+‏ س)۲ + د س + ° À‏ س — (Y)‏ 


۱ ۸ ص ۱ 
بقسمة الطرفان على А‏ س шї = А‏ + کس + ° 
| ۱ دص . 





i А | 7‏ تی SE NE‏ 
ہے لہ _ ——sx[‏ پا حسمي بے سے 
۳ مر سه صقر ۸ س نها - ہے Ў‏ 


7 د صل Y‏ 
à‏ تنك == + ۵ 
л‏ دش سی 
اي أن معدل تغير ص بالنسبة إلى س هو ۲ س + ه 


- مثال (۲) : أوجد شلد د (س) للدالة ص اس + + س 
دا س 


و ۲۲۲ - 


у —_м! 
(At ۶(س‎ +  )س‎ A+ سض + دص <(س‎ 


+ (nA) س‎ Y + س‎ A + اس"‎ + E 


Y 


(sA) س + س لك س + ؛‎ t + س)‎ A) 


بطرح المعادلة الأصلية والقسمة على À‏ س 


(кА) + س لك سن + (ھ س)" + 4۵ س‎ ٣ + یں"‎ - PE 


AT „ш TT 


М4,‏ : قواعد التفاضل 


]25 الأولى تلد اله ص = س ы‏ 





. داص ,2 
ہا “AC‏ = . - | فا“ = = “у‏ = 
ادا كانت ص = س أ جع .ان اش 
د а‏ 
“л! 5‏ = نب فا" = == ١‏ 
= كانت „да‏ شل ل Ta‏ 
à „1: Y ' ۳‏ ص | Y = ү‏ 
ادا — ص = س فان Y= м‏ ۲ س 5 ۳ 


د س 





ل 





: ۳ : د ص تک 
3ا كانت ص = س فان u= uX T-S‏ 


1 é 
اسل‎ a 


مشتقة الدالة الثابتة 


اذا كانتت ص = — حيث ج عدد Ú‏ — 


< 














د à V)‏ 
мү»‏ د (Y)‏ == . سر == 
Ааа‏ صوفر E‏ ) ( صفر 
قاعدد (Y)‏ 
إذا كانت ص = س ن ۰ حيث ج عدد ثابت 
۱ 93 
فإن د ص — * O‏ س 
د س 
قاعدة )٤(‏ : 
إذا كانت ص = £ aX‏ حیث р‏ ء ف دالتین في س 
525 ؟ دف oea‏ 
فان مہ = ہیں L‏ 


كه ے 
77 دس сне‏ د س 








۔ 74ل 
أي أن کے = الأولى × تفاضل الثانية + الثانية × تفاضل МААЛ‏ 


- مثال (т)‏ 
۱ د ص 


= : 
ص = (س" + 5) (س " + (V‏ 


ی دی йе‏ من 


ج لما 
1 ری 





= ۳ س* + ۱۵ یں + ۲ س۴+ :۱ س 


о‏ س* + ۱۵ س" + ۱۶ س 


: )٤( مثال‎ - 


: ل‎ aj - 


م4 


t 


و 


(Y+ он Y) x )١+ -س‎ Ya) + )١ - (1آس‎ x )١- نا + “اس‎ 


0 4 0 


۳ Y Y 


+ sY- سای ظ× ھی‎ нех 
۳- رس چیں‎ 

y s‏ ان ی لين 
قاعدة (۵) : 


مشنقة خارج قسمة الدالتین : 


إذا كانت ص = TE‏ حیث ع ء ق دالتين في سي » ق (س) 7 صفر 




















دق 
د € 
ма се‏ 
٤‏ د صل 
= د — š‏ 
Y _‏ 
3 
المقام x‏ تفاضل البسط - البسط x‏ تفاضل المقام 
اي ان = | 
š‏ | روہ میں 
- مثال (ә)‏ أوجد ڈگ اذا کانت ص = کہ 


د س ایق قدا 


- 7 ۰ 














البل : 
د ص . | 
دس 
(س۲ + (e‏ 
š РЄ‏ — 
++ (س ۲ '(e+‏ 
مثال )٦(‏ ۱ 
کے 
ہے د اط خم 
2 هل + ۱ 
الكل :` 
x )١+ "OJ‏ ٣س'‏ - (سں' -۱) × اس 
د سں = 
OJ‏ +1( 
س" + ٣‏ س' — Y‏ س + Y‏ س 
د ص 
داس = 
ш)‏ + 
ш‏ +۳ س" + ۲ س 
З оа:‏ 
ЗЕ TE‏ 


-yY 


Va 











مثال (۷) : 
أوجد снаге‏ ادا كانت ص = 
د س 
الل : š‏ 
١‏ + س 
TES‏ میں 
| (١<س‏ 
دص = 
à‏ 
سس (١-۔س')'‏ 
ا( مین (atit‏ 
اح 
TE‏ 
د ص = 
۰ دس ` Yt‏ 
)\ س ) 
قاعده )3( 


مشتقة دالة الدالة ٠‏ 


13 كانت ص = د )£( 








ә ҮҮЛ ل‎ 





























د ص 5 د ص 7 ° £ 
с^ 8‏ د س 
£ د ص اذا كانت = Oo)‏ ۰+۲ 
مثال (A)‏ او جد —y‏ اد a‏ 
السل : 
بغقرض ع = س + ١‏ 
1 ۱۸ 
د ص Е‏ د ص x‏ دع 
دس £ د н‏ 
لع رم 
د صل = т ТЕ ‹ Се YA‏ اش 
د س 
د ص .2 YA‏ 
(кериге |‏ 
ی د ع 
د ص “DR (A+ ° ) YA‏ 
t-‏ 0 س 
وبالتالي سح 
نتيية _ 7 
f |‏ د ص x x‏ 
Z š‏ نلا eti‏ چا 2 ۳ 
إذا كانت ص = £ فان س 








Yt 
: )٩( مشال‎ 


أوجد ہے إذا كانت ص = (٣س' `(Y- оно‏ 
4 9 
الكيحل: : 
- صل = Y)‏ س" + оно‏ ۲" 


г د ص‎ 
. (° + нл) х (Y— س" + هس‎ Y) = دس‎ 





(У - س‎ ٥ + س"‎ ۳( (о+ л) л = 


۹  :)۱۰( مثال‎ 
Y س‎ + ١ | د ص‎ А 


ا 
الكل : ۹ | 
١ |‏ + س ۲ 
Yasi) Е‏ 


x (Yo. -۱( x ^‏ ۲ س — (١+س١)‏ × -۲ س 








د ص +١‏ س' 
Y ۱ ٩ =‏ 
С — -‏ 
i‏ ۳ 
(۱ — س۲) 
.3 
Y‏ 
۱1٩ =‏ سب Y x‏ س )1 = +١ + O‏ س۲) 
——_O-— — |",‏ 


(Yæ ۱( 











"(+ ۱( „Ма د‎ z 

X س‎ ٣١ = ادا‎ 

۶ د س ۱ 

C- 1)‏ 
مثال (۱۱) | 
آوچد شت إا كانت ص = (س۲ Yoj × OH‏ + £( 

7 هن | 

الحصل : 


المشتقه الشازی А‏ 


Y ы ٠ 


| 5 د ص 5 EE‏ 
فمن الواضح ان Е‏ ہن 


۲ 


“Sa 3 £ 3 £‏ و 5 ٤‏ ۰ 
وبالنظر إلى الناتج نجد ان кох‏ هي ایضا دالة في س وإذا أجرينا عملية 
التفاضل مرة أخرى نحصل على : 


ا3ے د ص 
د س د س = ۲:۰ س ۲ + A‏ 








ويسمى الناتج بالمشتقة الثانية للدالة ص بالنسبة إلى س ويرمز له 


Ni 7 Е £ ' ۲ د‎ n A 
بالردمز سس او ص او د = (س)‎ 
r | د س‎ 
وبالمثل إذا أجرينا عملية التفاضل مرة ثالثة نحصل على المشتقة‎ 


чу‏ کے ی 
| د س ۲ 


وبصفة عامة إذا كانت ص دالة في س يمكننا الحصول على المشتقة 
الأولى ثم المشتقة الثانية ثم المشتقة الثالثة وهكذا على التوالي باستخدام قواع د 
التفاضل السايق ذكرها . 


مثال (AY)‏ : إذا كانت ص Y=‏ س٣‏ - ؛ س ۲ 


Y دس‎ 


„ 





- ۲۳۲ 














الصل : 
کر ضر د ۲ 
دای = ۹س٢‏ -۸س ۰ Y‏ > ۱۸ س ۸ 
сабзе‏ عربت \ 
gaf Үз =‏ 9 
a ۸-۱ × ۱۸ = 2 К‏ 
a €‏ 
مثال (۱۳) : 
15 كانت ف = YO YY ۴ YO‏ 507 
د ۲ ف 
yA‏ 
الحسل : 
ف = ОЕ‏ ۲ + ۱۲ن"- هن 
د ف З‏ 
دن = ۱۲ O ۲۶ + j‏ ده 
Y 5‏ فك 
= ب٤‏ + ۶ ۲ 
دمن 





وو کے 


ү++үхүг= داف‎ 
Yiya 


< 
— 
| 
< 
fA 
+ 
EA 
> 
ا‎ 


خامساً : الدوال ذات المتغیر الواحد ٠‏ ۱ 
اذا كانت الدالة وحيدة المتغیر فانه یمکن حساب نقطة القيمة العظمی (أو الدنیا) 
لها بالطريقة المعتادة بدون الرجوع إلى القیود الواردة علیها » ثم نقارن بين 
القيمة المحسوبة وبين القیود الواردة » فاذا ما استوفت القيمة المحسوية تلك 
القيود فسوف تبلغ الدالة تلك النقطة » آما إذا لم تستوفی القيمة المحسوبة القیود 
الواردة فان قیمتها (أي قيمة الدالة) تتحدد بناء على القیود . فإذا كانت ص = د 
(س) ء على سبيل المثال » والمطلوب تحديد نقطة بلوغها قيمة عظمی مع 
اشتراط أن تساوي أو أن تقل س عن عشر وحدات ووجدنا أن الدالة تحقق نقطة 
قيمة عظمى عند س = А‏ ء فمن الواضح أن الدالة سوف تبلغ نقطة قيمة عظمى 
مع استيفائها لقيد الوارد . ومن ناحية أخرى إذا وجدنا أن نقطة بلوغ الدالة 
السابقة لقيمة عظمى هی س = ۱۲ مثلا ء فهذا يعني أن القيد الوارد ذي 
| فاعلية » أقصى قيمة للدالة سوف تتحقق عند س = ٠١‏ في هذا المثال » بعبارة 
أخرى أننا لا نحتاج إلى أي أدوات جديدة لتحديد نقاط بلوغ دالة في متغير 
مستقل واحد نقاط نهاية عظمى أو صغرى ۰ ولعل الشكل البياني التالي یوضح 


ما نعنيه . 





“Té 


EE‏ کا سد بس ود کے و aa‏ ا و ااال ال а‏ کی تدع سی ہک کک 


ص = د (س) ‚ 









e‏ ہے کے ے۔ = “= ہے جب m= w‏ ہے = ہی ہے 





ч w = = m. ж سی ہے = ے‎ ар = s 


شكل )1-7( 


اذا كان القيد الوارد على الدالة هو 
س < س 3 


الدالة هو أن لا تتجاوز قيمة س القيمة س الواقعة بين سد ء سو فان الدالة 
سوف تصل قيمتها إلى ص2 المحدد طبقا لقيمة سر . 

وفي حالة اتخاذ القيد الوارد على الدالة أن تقل قيمة س عن سء فان 
ذلك سوف یعود بنا إلى النقطة "ب" وسوف تبلغ الدالة القيمة ص ١‏ . 
سادساً : الدوال المتعددة المتغيرات 

وفي حالة اشتمال الدالة على عدد من المتغيرات المستقلة فان هناك عدة 
طرق لتحديد القيم العظمى والدنيا لها > وسوف نعرض طريقة التعويض في 
القسم التالی ثم نتبعها بطريقة لاجرانج وهي الأكثر شيوعا وعمومية عن طريق 
التعويض . 


فأن الدالة سوف تبلغ النقطة أ" وتحقق القيمة صء أما إذا كان القيد الوارد Де‏ 





ررقن 


١ - 5‏ طريقة التعويض 
إذا فرضنا أن الدالة التي نسعى لتحديد القيم العظمى أو الدنيا لها هي : 
ص = د (س, » س2 ۰ سو › وھ لبد ا L‏ 
وذلك باشتراط استيفاء القيد التالي : 


ك = و (س, » سرء سو ناو کاو ) 


حيث ك مقدار ثابت (ونلاحظ ЫЙ‏ أوردنا іза‏ واحداً على الدالة غير أنه 
لا يوجد ما يمنع من تعدد القيود على أن لا تتجاوز عدد المتغیسرات المس تقلة 
الواردة بالدالة) . | 
فيمكننا طبقا لطريقة التعويض » حساب قيمة أحد المتغيرات بدلالة بقية 
المتغيرات الواردة بالقيد ثم نعوض في دالة الهدف (ص) بالقيمة المحسوبة شم 
نتبع الطريقة المعتادة لتحديد نقاط القيم العظمى أو الدنيا . 
مثال : أحسب نقطة بلوغ الدالة صن = (س)۲ + (ع)۲ قيمة دنیا diada‏ 
القيد التالی وهو : 
крш‏ 
الحسل : بالتعویض نے دالة الهدف بقيمة س المحسوية من القید الوارد نجد 
آن : Е‏ ۱ 
ص۔4 ) +ع 
= 8-16 £+ 2ع 





کان 


أي أن ص دالة في متغير واحد (ع) فقط ولتحقيق نقطة قيمة دنيا لها نساوي 
المشتقة الأولى لها بالصفر . 
ص ع = 8 + 4 ع< О‏ 
ع - 2 
ومن ثم فان س = 2 
و لتحدید طبيعة نقطة الاستقر ار السابقة » نحسب المشتقة الثانية 
ص " - 4 
وحيث أن المشتقة الثانية موجبة فإن نقطة الاستقرار السابقة هي نقطة 
قيمة دنیا للدالة . بصفة عامة إذا تقوم طریقة التعويض على تحويل دالة — 
إلى داله ف (ث نے 1( من المتغيرات بعد التعويض عن قيمة أح د ойу элд}‏ 
بدلالة المتغيرات الأخرى وذلك باستخدام القيد الوارد على الدالة ثم نطبق 
الطريقة المعتادة . 
л‏ ۲ طريقة لاجرانج 
تقوم هذه الطريقة على أساس تكوين دالة جديدة تضم دالة الهدف 
الأصلية والشروط الواردة عليها بعد ضرب كل من الشروط فيما يعرف 
بمضاعف لاجرانج » وتعامل هذه المضاعفات على أنها متغيرات مستقلة في 
الدالة الجديدة وتتحدد قيم هذه المضاعفات (ويساوي عددها عدد القيود الواردة 
على الدالة) من خلال الأسلوب أو الطريقة المقترحة فإذا كانت Айз‏ الهدف 
هي : 


ص = د (س, » س2 ٠»‏ س ciskas з‏ > س (э‏ 





۔ ۲۲۳۷ - 


ونسعی لتحدید نقاط القیم العظمی أو الصغری لهذه الدالة بحیث تکون 


- مستوفية للشرط الوحید . 


Сое РТР РУР 

ولا پوجد ыйа‏ من تعند القیود سض аа БЇ‏ نقتصر عسی А‏ 
ورود قید واحد على دالة الهدف . نكتب АЙ‏ ف على الصورة . 
اف = د етн)‏ س۰2 ...۰ Кол‏ 
حیث ال" مضاعف لاجرانج . 5 

ass;‏ اش العظمی آو الصفری للدالة آف" (وهي دالة اعت 
مضاف إليها الشرط بعد تحويله إلى صورة صفرية مضروبا في مضاعف 
ноо‏ ی سا 
التوالی . 
الشرط اللازم : 

أن تبلغ الدالة ف نقطة استقرار ‏ ویتحقق هذا عند 3—5 2 المشستقات 
الجزئية الأولى بالنسبة لكل المتغيرات المستقلة الواردة بالدالة وکذلك بالنسبة 
لمضاعف لاجرانج » بعبارة أخرى تحسب . 

ف دد -ل‌و,< 0 


۱ قم ш‏ لود 





ATA 


ویحل هذه المعادلات ا نحدد نقطة الاستقرار . 
يتطلب هذا الشرط حساب المحددات 








ف | ف | 2 0 وا 
| هب | = 1253 ف22 ود 
Ки‏ و 0 
дса l22] =j |‏ ف32 к‏ 
Ly‏ حو 2 3 o‏ 0 
وهكذا بالنسبة لبقية المحددات إلى أن نصل للمحدد 
т‏ ف ,2 عو ا ا ف0د [з‏ 
12-3 كوو a‏ ف د3 يد 2 
| =;|- 
فا را فا ن 2 معي ھا پت وج 
و١‏ 2 ыы‏ ی ۳ وان 0 


وهذه المحددات هي المحددات الرئيسية للمصفوفة مع كافة المشتقات الجزئية 
الأولى للقيد الوارد على الدالة كعمود وکصف . 


— 





| 2 ۹۔ | А‏ 
وحيث أن غالبية التطبیقات الاقتصادية هنا تقتصر على استخدام 
اهر | فإنه يمكننا القول بأن الشرط الكافي : 
+ لتحقق الدالة نهاية ضغرى هو 


i | 








+ لتحقق الدالة نهاية عظمى هو 





مثال : 
أحسب القيمة العظمی أو الصغرى للدالة 


ت ے٥‏ س“ ٦+‏ صص* س ص 


ف = هس" 2 هن" کش ےن + ل (۱۲ -ص - ۵,: (ы‏ 


ف ير = 10 س -ص - 0.5 ل 0 


© 
il 


d= شن دس‎ 12 „ш 





0 89 8 
ق = оО с‏ = 0 
ويحل هذه المعادلات ыз‏ آو باستخدام ات ы‏ نحصل على : 


“кы ۱‏ 6 3 ص - 9 
ولتحديد بد طبعة ;415 الا سثقر ار [ تبحسنا . 


10 -1 -| 
7 = -1 12 کم | = 15.5 > 0 
-| - 0.5 0 


أي أنه عند نقطة الاستقرار تبلغ الدالة نقطة نهاية صغرى . 
ت = 6(5) + 6 (9) *-(6) (9) = 612 


سابعاً : تطبيقات اقتصادية على التفاضل 
١ - ۷‏ توازن المستهلك 
یسعی الفرد إلى بلوغ أقصى إشباع كلي وذلك في حدود دخله المتاح 
والأسعار السائدة للسلع . ولنبدأ بمستهلك يستخدم السلعتان ص Ф‏ اللاتي 
نفترض أن سعريهما على التوالي س مر » س ع ٠‏ | 


كما أن دخل المستهلك أو ما يقرر الفرد إنفاقه على هاتين السلعتين هو 
آم" » من әла‏ المعلومات نستطيع صياغة القيد الوارد على المستهلك في الشكل: 


م = ص . س مر + ع س ° 


КУ 
И РА РР O ماف‎ op 
مجموعات السلعتين التي يمكن للفرد الحصول عليها من دخله المتاح » وبإعادة‎ 


صياغة خط الميزانية نجد أن : 


š | >‏ ۰ { ° 
الوحدات من السلعة ص التي يمكن للفرد الحصول عليها إذا أنفق دخله بالكامل 
عليها » أما عن عدد الوحدات التي يمكن للفرد الحصول عليها من السلعة ع إذا 
ع » ويوضح هذا العدد نقطة تقاطع خط الميزانية مع المحور الأفققي . فإذا 

ج О коо‏ 
السلعتين ويكون ميل هذه الخط ( س ) أن ميل خط الميزانية هو 
е‏ 
الأسعار النسبية أي نسبة أسعار السلعتين » وأنه سالب الميل لكي يوضح أن 
زيادة عدد الوحدات من سلعة يتطلب تخفيض عدد الوحدات من السلعة الأخرى 
لثبات الدخل المتاح . من الواضح أن تغير حجم الدخل المتاح يؤدي إلى انتقال 
از اف گیا قاين акы ка p'a ak жы‏ 
ور الخط حول نقطة تقاطعه مع أحد المحاور . 


موك з=‏ (ص » ع) 


кы;‏ ارہ إلى کس uka ЖАН‏ للذالة الساكة مع ضر ورۂ 


استيفاء قيد الميزانية . 


إن استخدام طريقة لاجر انج لتحدید النقطة السابقة يتطلب منا تكوين 
الدالة "ف" التالية : 


E EE‏ وم سی 


و بمساواة کل المشتقات الجزئية الاولی للدالة 'ف" مع الصفر نحصل على 


سے ادن هی = 0 


سے 


© 
| 


فاع = داع ال س ع 


فان = م - ص س من - ع س > 0 








à 
Ü = سے‎ ш = 
: ومنه‎ 
ایت هين‎ 
ہہ = دع‎ 





Er |‏ 
أي أن تحقيق الشرط الأول لبلوغ الدالة نقطة قيمة عظمى يتطلب تساوي نسبة 
المنفعة الحدية لكل سلعة إلى سعرها عبر مختلف السلع التي يس تخدميا . 


أما استيفاء الربط الثاني فيتطلب حساب = 


کا فا ص ع 7 م صر 
ры‏ = ع ص ہد Ee‏ 
مص ч‏ ود 0 
КЕ‏ 


ولتحديد المدلول الاقتصادي لهذا الشرط ء يمكننا إعادة كتابته على 


د صا ص З ۱ ú‏ ص ع ت — ص 
Hg ттт‏ < 
TE "i = S =‏ مراع 0 
iT‏ ص e H~‏ 0 


"+02٤ diss‏ می 
2 | 
epi Ta арый‏ — > 0 





А 
کو‎ а 

0 < G a a سد + 2 اس 3 د‎ 

Aa |‏ د ص > € o‏ 7 ص 


اکر ف د ر P‏ الإشارة نحصل على : 


0 > د ع‎ аа ое. 
في‎ ФЫ وبعبارة أخرى أن الشرط الثاني اتحديد نقطة بلوغ مستهلك أقصى‎ 
| ظل قيد ميزانية معين يتطلب أن يكون منحنى السواء محدب من ناحية نقطة‎ 

الأصل . فتوازن المستهلك يتحقق عند نقطة تماس خط الميزانية لأحد منحنيات 

السواء (الشرط اللازم للتوازن) » تمثل نقطة التماس هذه أقصى إشباع یمکن 

تحقيقه في ظل الميزانية المتاحة إذا كانت منحنيات السواء محدبة من ناحية 
نقطة الأصل (الشرط الكافي للتوازن) . 

| مثال : حدد كميات السلعتين ص ۰ ع اللتان تحققان أقصى إشباع لمستهلك يريد 
إنفاق "100" جنيه علما بان سعر السلعة الأولى "2" وسعر السلعة الثانية "1" 


` 
_ 


وأن دالة منفعته هي : 
م ك = 5:ص ع 
TEN,‏ 
يمكن كتابة قيد الميزانية بالشکل التالي : 
0 - 2 ص +ع 
وتصبح Айз‏ الهدف | 
ف = 5 ص ع + ل (2-100 ص - ع) 
وبحساب المشتقات الجزئية الأولى ja‏ اتها بالصفر . 
عون ہی 2 О= O‏ 


0 = ымаа فاع‎ 


SILON 
ع‎ оо Y ~ 100 = فا ل‎ 
: وبحل هذه المعادلات آنیا نجد أن‎ 
ھ705‎ 25 = гуа 


| = اننا عند نقطة نهاية عظمى : س‎ ТТЕ! М» 


5 -2 
ا ا۔ 5 0 بر | =0<20 


0 l- 2- 


فالدالة تبلغ نقطة نهاية عظمى . | 
مثال )١(‏ : إذا كانت دالة المنفعة لأحد المستهلكين للسعة (×) هي : 

U. =48 x-2 x ۱‏ 
وکان سعر السلعة (х)‏ - أي (Р)‏ - يساوي )4( جنیه فإذا كانت المنفعه. 
٠‏ الحدية للنقود تساوي )4( - فما هي الكمية التي يستهلكها المستهلك من السلعة | 
(X)‏ حتی يحصل على أكبر قد من الإشباع (أي حتی یتحقق توازن المستهلك) ٠‏ 


سے : 


" نساوي المنفعة الحدية لما قيمته جنيه من السلعة (*) | ,8 
المنفعة الحدية للنقود dU‏ 
MU = Tk =48-4,‏ م 
Ў 1‏ 


< تقسم المنفعة الحدية على سعر السلعة فنحصل على : 





ә - ۲51 - 


M U, 48 - 4 
ورد — = ا‎ x 


Р. 
| : تحقق المعادلة‎ 
MU. XK 


ч 
| 


(5) أي يتحقق التوازن (یحصل على أكبر قدر من الإشباع) عندما يستهلك‎ ٠ 
. (X) وحدات من‎ 

О=10-Р اعت آأن دالة طلب المستهلك هي‎ (т) مثال‎ ٠ 

أحسب فائض المستهلك عندما يكون (4 = ۴) وعندما )5 (Р=‏ 

الحل : | | 


٠ )3( نحسب كمية التوازن عندما يكون السعر (4) وعندما يكون السعر‎ : УУ 


وذلك من معادله الطلب :` 10-00 < ۳ 


إذا عندما Р=4‏ . 4=6 
q=5 Р=5 ' “шы,‏ 
Un‏ : نحسب | لمساحة تحت منحنی الطلب بين كمية (O)‏ و (q)‏ . 
qe |‏ 
اا تحت منحنی الطلب ‏ = تم 
0 


=(100 – 0.5 Q), 
= 10 qe — 0.5 а 





عندما يكون ۰ | 4= ۲ ,0 7 q‏ 

اذا المساحة تحت منحنی الطلب = 36 x‏ 0.5 - 10×6 = 42 
P= 5 ۳ ыйыы‏ ,5 دين 
13 المساحة تحت منحنی الطلب - ”5 × 05 - 5 × 10 = 37.5 
فائض المستهلك = المساحة تحت منحنى الطلب مطروحا منها ,۳.۵ 
عندما يكون السعر (E)‏ | 

۱۸ رج‎ ۲ = ala улда 

عندما یکون السعر )2( 

فائض المستيلك = ۳۷,۵ — ° x‏ ۵ = ۱۲,۵ 

مثال (۳):بفرض أن دالة المنفعة م = أب س, ‏ ۲ جنیه » س, < 5 جنیه 
دخل المستيلك في هذه الفترة = ۱۰۰ جنیه 

يفكت А‏ معادلة النص كالاتي : 

کہا е‏ ۲ ]+ وی 

اذا ۲-۱۰۰ ا-٥‏ ب = صفر 

من هذه المعادلة 

ی - ۲۰ - كل بإحلال قيمة ب في دالة المنفعة a)‏ = أب) 


= 


۲ 














Я 
نی‎ ` A agili وبالتعویضص بهده‎ Yo = | وبمساواة هذا التفاضل بالصفر نجد أن‎ 
وعلى ذلك فإن هذه التوليفة تعظم شاد‎ ٠١ = الدخل نجد أن ب‎ ibla 
. المستهلك في حدود دخله‎ 
Lagrange Multiplies معظمة الإشباع باستخدام معامل لاجرانج‎ 
بالإضافة إلى ما سبق فإنه يمكن اشتقاق دالة الطلب الفردية رياضيا‎ 
باستخدام معامل لاجرانج » فنفرض أن المطلب معظمة الإشباع في حدود دخل‎ 
| معين وأن دالة المنفعة‎ 
(36 م = د (ك‎ 


ومعادلة الدخل أو خط التو ليفات الممكنة هي 


— 


9 оне E 


ولمعظمة المنفعة أو الإشباع في حدود الدخل المحدود (د ) وفقا لمعامل 
جر انح بتطلب تكوين دالة bana‏ ترتبط بین Айз‏ المنفعة ومعادلة الدخل عن 
طريق استخدام معامل لاجر انح و هذه الداله الجدیده : ۱ 

سی لذ о‏ حیث ل تمثل معامل لاجر с‏ 


: یمکن صياغة المشكلة الحالية في المعادلة التالية‎ s 
مد لك »ك ) +ل )3 سس رك :تس باب‎ 
ولمعظمة المنفعة واستخرا اج دالتي الطلب الفردي لكل من السلعتين (أءب)‎ 
يلزم إيجاد التفاضل الأول لدالة ه بالنسبة لك لمن ك أ > ك ب » ل ومساواة‎ 
: الناتج بالصفر وذلك كما في المعادلات التالية‎ 














د А‏ 0 دم ۱ 
دك دی بت Ç ё‏ = ل ساي = صفر (Y)‏ 
- > دا" س أك أ - س ر كي = صفر | (:) 


C. 
t 


وبقسمة المعادلة (Y)‏ على المعادلة (r)‏ ينتج أن : 

















e `.‏ : 1 دم س | 
د № 3 g КЕ‏ سن هيد 
اد فاخ ال u‏ _ 
3 6 ب | 
وبحل المعادلات الثلاث السابقة 
د о‏ د © 
Š‏ . 3 5 5. ` = کر رہ سک түшт‏ 

8 ۲ س ا е i‏ ساي ۱ 


مثال (t)‏ : إذا كانت دالة المنفعة الخاصة بمستهلك ما للسلعتين (CY)‏ و (X)‏ 
هي . ثلا - ير 2-]]109 +15[ 


„Хб 
وذلك إذا‎ (Y) من السلعة × والسلعة‎ JO دالة طلب المستهلك الخاصة‎ ала 
والدخل النقدي )1( المخصص إنفافه على‎ (P, =2) و‎ (P. = 3( علمت أن‎ 
| . (4) السلعتين يساوي‎ 
: الحل‎ 
: دالة المنفعة هي‎ 
U = 15x+10Y-2x-Y? | 
P(X +P, Y=l 
э. او مار‎ 
اه م‎ Шиш وہ‎ J 
L. =]5—-4х—-3А =0 
[, ۱0-2۷-2۸ =0 ` - 
LÀ =-3х-2Ү+4 =0 


А 


من المعادلات السابقة 


7 
۱ 
1 
دیا 
> > 


+. ۳ ۱ 
9 >< 
1 

۱ ريأ 

< _ 


>< 
il 


رن | .+ +| دبا 





وبالتعويض فى معادلة قيد الدخل 


ب 








3 ا‎ = Y)+2Y=4 
Ер ےم ای ا‎ 
5 a j 
` | 17 
\ = عات‎ 16- 
4 17 
سے‎ 12 
17 
12 | 12 





وحتى تكون قيمتي 4 X=‏ 0 ہو = Y‏ 
ھی التی تعظم المنفعة فيقتضي الأمر التحقق من الشرط اللازء : 


fa P.P. > fas (P2 + fy, (P.)° 


2×0 (3) (2) ` S AEG 


O> (18۔)+16۔‎ 
O> -34 


وبالتالى فان الشرط الثاني محقق 


ویمکن الحصول على دالة الطلب على السلعة (X)‏ بالتعویض في معادلة قيد 
الدخل . ۱ ۱ ۱ 














Px+P, x= | 
д 
ХР, + Í دوم‎ 1 
(X) وهي دالة طلب السلعة‎ Х = 1 
P. += P. 
2 2 
х= بالتعویض 5[ = تو‎ 
و‎ +. х2 
ә 
Р, ( 5 Y)+pvy Y = 
А Е 
۴ PPD 
| 
(Y) وهي دالة طلب السلعة‎ Y= 
| | 3 P. +P, 
۱ 4 _ 16 ۰ 
*»00(+2 7 17 о 


ريا | .+ 





کرت کے 


الفصل السابع 
n‏ 0, الاقتصادية 


| іа ац: أولا‎ 

وخ x‏ که سوه و ی سوه کہا یه کیا 
уйше‏ هی تا نکر الجمع وققسمة هي اسار العكسية للضرب 
еу‏ نفس النمط أن عملية التکامل هي العملية العكسية للتفاضل وقد لاحظنا أن 
عملية التفاضل تهدف إلى إيجاد معدل 255 ص بالنسبة إلى س في دالة معينة 
وفی كثير من الدراسات اة کری مغلوما الذينا معدل التغير نے Jy‏ 
معينة ونطلب معرفة الدالة التي تتغير بهذا المعدل 5 РЕР‏ 
مشتقة الدالة وباستخدام عملية التكامل يمكن إيجاد الدالة نفسها التي لها هذه 
المشتقة ويزمز إلى تكامل الدالة د (س) بالنسبة ا 


.د (س) د س وتقرأ تكامل د (س) بالنسبة إلى س 
وتجري عملية التكامل وفقا لبعض القواعد التالية : 


س ”+ ۱ 


)\( س اوہ +ث يك اث مقدار ثابت . 


(Y)‏ (أس + ب) ذ د س حيث أ ء ب ثوابت 


су >> == > ا‎ 
6 5 ча 
۱ 


إن + ۱) 


= الأولى × تكامل الثانیة 
تکامل Jala‏ ضرب دالتین = الاولی ۳ 
ке‏ = تکامل الثانية x‏ تفاضل الاولی 


تج ۱ سس Grt‏ 
مثال )١(‏ س دس > 
5 عو 





, ثانیا : كيفية إيجاد الثابت )2( 


۱٩ = |‏ عندما س = ۲ ۰ ص = د (س) . 
مثال )٤(‏ : ادا علمت ان ص ۱ 


أوجد ٣س‏ د (о)‏ 
او ۱ 
ومنها أوجد الدالة ص = د (س) 





+A = ۹‏ إذا ث = \\ 


وکانت TE e‏ عندما س = ۲ آوجد مقدار ص بدلاله س 


د ص 
\ = = ٣یں'‏ ۱۰ س - ۷ 
м uI =‏ 


۳ 


دص = нл QY)‏ ۷) داس 


بإجراء عملية التكامل للطرفين 


ы — һа‏ آ ےھ ہی اون حات 


Y = عندماس‎ Y$ — = ص‎ 


-.Y O 3 - 


۳ 


۲+ دس" لاس‎ y إداص‎ ۲۲۹ + ۲۲ - Ai 


مثال )3( : أوجد الدالة التي یکون معدل تغیرها عند أي لحظة هو 





د ص 
٦ =‏ س" - ٤‏ س Y+‏ 
د س š са‏ 
4 
мш ны ЫЛ |‏ سو 
د ص | = ٤ - O)‏ س ) د س 





ص = ۲ س - ۲ س۲ + ٣س‏ + ت 


` = 


ص = ۱۰ عندما س 
۰ ۲-۲ +۳ ث 


: 4 ۲ 
ذاث = ۷ آذاص = ۲س ۲-۰ س +۲ س + ۷ 


ثالثا : التكامل المحدد | 
يستخدم أسلوب التكامل في حساب المساحات مثلاً المساحة الواقعة 
تحت منحنی معین ويتم ذلك يوضم حدود على ИРА‏ حساب التكامل فالقوا اعد 
السابقة كلها تعطي دالة عامة فعلى سبيل المثال : 


Í‏ د ص ء س = د (س) + ث 
EF‏ ۱ 








| 
فلذا اخترنا одай‏ مثل أ »يفم حسبنا قيمة الدالة عندهما فٍننا نحصل علی ما 
i‏ يسمى بالتکامل المحدد . فالتکامل المحدد إذا يحسب عن طریق التعویض في 
дй‏ خر سد فی هیا اق لاق والأخرى E Бш‏ 
الادتیٰ لعملية حساب التكامل . ويعبر عن ذلك رياضيا بعدة رموز مشل р‏ 
Ё‏ | 3 بالرمز وكلها عبارة عن تحديد للحد الأقصى للدالة 
الناتجة عن التكامل عند ب ء وللحد الأدنى للدالة الناتجة عن-أ ety.‏ على ذلك 
فإنه یمکننا الحصول على التكامل المحدد للدالة بالتعويض فيها بالقيمة القصوى 
.)—( ثم ыз‏ قيمتها عند الحد الأدنى ء أي أن التکامل المحدد هو . 


او باستخدام | 





I Ла е х ١ 
(داس)‎ Ч toe = <| 








= ہاو سے 1 
| 3 
о‏ 2 





4 





۰ ۵۸ ۔ 


زاغا : تطبیقات اقتصادیس4 

١‏ - فانض المستهلك 

من المعروف أن التمييز في الأسعار يتم من خلال قيام المحتكر 
جزئين منفصلين . وبإتباع نفس القاعدة يمكننا توضيح الحالة التي بتقاضی فيا 
المحتكر عدة أسعار بناء على تقسيم السوق . إلى عدة أجزاء » ونستطيع تصور 
حالة متطرفة يتقاضى فيها المحتكر سعرا مختلفا من كل فرد يرغب في شراء 
سلعة (وهي حالة التمييز الكامل فی (الأسعار) . يتقاضى المحتکر في هذه 
الحالة أقصى سعر يكون المستهلك على استعداد لدفعه مقابل السلعة . ويكون 
کو ق الكلي ЛИИ.‏ ان کک ЖОКИ‏ | 
۽ جود التمییز ۔الکامل М‏ الأسعار الا أنها تسا عدنا تصور سی بسعز 


ч بر‎ - 


ёш...‏ خساب المساحة لواقعة تحت متحتي الطلب ؛ بحساب التكامل التالی 





حیث د (ك سيا Pa‏ 
أنه طبقاً للسوق فان الإيرادات الكلية التي سوف تتحقق عند السعر التوازنم 





_ ۹ - 
(س*ك) ویعرف الفارق بين أقصى سعر يكون المستهلك على استعداد لدفعه 
i Ын"‏ سیت » أي أن فائض المستهلك هو الفارق بين 
A | kol‏ 
فائض аца‏ = | > (ك)ءل -س* ده 
> 


ويمكننا توضيح فائض المستهلك باستخدام الشكل التالي : 





3 ۱ لى ٭ 


فائض المستهلك 


لحساب فائض المستهلك عند الكمية التوازنية ك * فاتنا نلاحظ أن 
لمستهلك كان على استعداد لدفع المقدار (و ك أ ب) في حين أنه دفع فعلا 
المقدار (أس* ك*و) أي أن الفارق هو أب س* المساحة المظللة بالكل 
السابق . ويمكن حساب تلك المساحة بأخذ الفارق بين المساحة الكلية الواقعة 





a 


تحت منحنى الطلب عند ألكمية ك * وبين الإيرادات الكلية المحفقته 2—4 

ونوضح ذلك باستخدام المثال التالي : 

مثال (۱) :| حسب فائض المستهلك عند الكمية التوازنية في نموذج السوق . 
= 15 - 2 | 
س = 3- + ك2 

الل : لتحديد السعر والكمية التوازنية نعوض في شرط التوازن 


рер 
“d+3=23-15 


U 
۱ 
(е. | 


6 
۱ 


ع 


ولحساب فائضص المستهلك نعوض في : 


درا 


dle (24-15)‏ - س لک 


Í 


> 


2 - -(15ك‎ 
э | ә 








نت 

وسوف يساوي . 
А |‏ د (س) соне‏ 
سس 


حيث د (س) هي دالة الطلب . ء س التغير في السعر . س* ж‏ 


التوازني » س . السعر الذي يوضح انخفاض الكمية المطلوبة إلى الصفر 
ویتحدد عند نقطة ebli‏ دالة الطلب مع محور الأسعار (الرأسي) | 


مثال (Y)‏ : أحسب فائض المستهلك باستخدام التكامل بالنسبة للسعر في النموذ« 


التالي : А‏ 
| س = 2-20 ك 
وذلك عند كل من س =4 < س = 8 


: м! 
نعبر عن دالة الطلب بالصورة.‎ 


1 
| — = 5\ 


DB‏ كانت ك = 0 فإن س سوف تبلغ 


20= „ш 





ای ا ° 


ویکون فائض المستهلك عند س = 4 


20 
- 10) % 


ко|— 


ريا 
© 
! 
ON —‏ 
о‏ 
= 
l f‏ 


اما عند السعر س = 8 فان فائض المستهلك سيكون 


4۰ 


ا(3 


)10 س = wu‏ س 


64 — 100 = 


36 = 


r‏ فائض المنتج 
يعرف فائض المنتج بأنه الفارق بين ما يحصل عليه المنتج من بيعه 
كمية من السلعة وبين المبلغ اللازم لحفزه على إنتاج تلك الكمية . وحيت ان 


YAY `‏ ۔ 5 
المقدار الأخير هو المساحة الواقعة تحت منحنى العرض АЎ,‏ يمكننا حساب تلك 
المساحة باستخدام التكامل وتساوي 


* т 
ә 
نلاحظ أن المبلغ الفعلى الذي يحصل عليه المنتج مقابل بيعه الكمية ك* هو‎ 
حاصل ضرب السعر التوازني فی الكمية أي أنه يساوي س* ك* وبالتالي فإنه‎ 
: فهو‎ ٠ فائض المنتج هو الفارق بين المبلغين السابقين‎ 
س»ك»-]ك* د ۵ك)ءك‎ 
نے‎ = ° 


ويمكن توضيح ذلك بیانیا بالشكل التالي : 








ы. 


А |‏ 2 ےج ہے سم ۱  [‏ 4 
دض = من الشکل السایق ان مأ سيحصل عليه المنتج هو مسأ حه 


و ينصح ۱ ۱ 

ы ] L! К‏ ك *و) ۱ بینما يكفي المفتج الحصول على I)‏ الب ك *و) 
е: -eta eta ۰ 5‏ ۳و ود ار =` 

لعرض نفس الكمية . بناء على ذلك فإن فائض المنتج الفارق بين المقدارين هو 

الجزاء المظلل بالشكل . 


كما يمكننا حساب فائض المنتج باستخدام التكامل بالنسبة للسعر وسوف 


š ' 4 : 
š و ی‎ ы انه‎ ` ` 


نمعروضة إلى الصفر أي أن نقطة تقاطع منحنی العرض مع المحور الراسي ۔ 


مثال : أحسب فائض المنتج لدالة العرض 
س = -2 + 3 ك 
غلاا السعر التوازنی والكمية التوازنية في السوق هما على ترتيب 5[ С ç‏ 


الحل : يمكننا حساب المنطقة الواقعة تحت منحنى العرض 


Í‏ ` (3+2ك)ءك 


- ۲۵ ۰ 





= )2 5 
کت 
کت ان و مود للمنتج هو : 
5ا 2 45 
فان فائض المنتج توف لة 


45 – 27.5 = 27.5 
ح ات ыш‏ ر | 


أوضحنا أنه إذا كانت الدالة سی متغير واحد فإن الدالة لة الحدية لها هي 
المشتقة الأولى » أما إذا اشتملت الدالة على عدد من المتغيرات المستقلة فان 
المشتقة الجزئية الأولى بالنسبة 'لأحد المتغيرات المستقلة هي الدالة الحدية › 


والآن يمكننا باستخدام التكامل الوصول إلى الدالة الكلية من الدالة الحدية . فعلى 
سبيل المثال فإنه يمكننا تحديد دالة المنفعة الكلية a)‏ ك) لمستهلك ما من خلال 


تكامل دالة المنفعة الحدية (م ح) أي أن 


ام ك = Í‏ (م ح) ء ٩‏ 


9 as ١ 


أن المنفعة الكلية المحققة هي مجموع المنافع الحدية لمختلف 


5 

و 

الو حدات المستخدمة من السلعة أي المساحة ААЙ УЙ‏ تحت منحنى المنفعة 
АИ Л ТЕ;‏ يكن هنا ها Еа ЕСЕН‏ 


وبالتالى حساب الإيراد الکلی بأخذ تکامل دالة الإيراد الحدى بالنسبة 


مثال : اذا علمت أن دالة „у‏ اد الحدی Бы‏ ما هی 
فأحسب دالة الإيراد الكلي ومقدار تغيره عند تغير الكمية من "5" إلى 4 L‏ 
slef | = si‏ 
з. (4- 25) I =‏ 


> 


2 l 
د ]425 --— ك‎ 





yw. . j 


وسوف يتغير الإيراد الكلي عند تغير الكمية من 5 إلى 10 بالمقدار . 


— 
رد‎ 
(=. 
w 


жд‏ تن وہ 


87.5 = 


مشال : إذا علمت أن التكاليف الثابتة لمنشأة ما هی (25) وحدة وان دالة 


تكاليفها الحدية هي : 


۱ 
(NÑ 
[ 


0 - 26 ای + ك2 


lI 
(=. 
١ 


Í =‏ (20 - 26 ك + ك < ك 


اي( + ث آق 


سم | درا 


= 20 لك - 26 ی* + 


£ 
وحیث ان 


التكاليف الثابتة هى 25 » فإن دالة التکالیف الكلية للمنشاة هي : 


تك = 20 كة - 26 كة + 34 + 25 


З,‏ باستخدام التحليل السابق حساب حجم الأرباح ر من دوال التكاليف 


-x 


T ->‏ کے 


مثال : اذا علمت أن دوال الإيراد الحدي والتكاليف الحدية لمنشأة ما كانت 


l 


zÍ‏ 326 - 9 لك" 
ت ح = 2 + 6 ك 
Er‏ التكاليف الثابتة للمنشأة هي "P"‏ فأحسب حجم الارياح عند م الإنتاج 
التوازني . Е‏ 


| خت أن‎ у 
de إ(أح-تح)‎ =, 


فإننا نحتاج إلى حساب الكمية التوازنية لحساب التكامل السابق بين 


الكمية صفر والكمية التوازنية . ولتحديد تلك الكمية نحسب 


36+2 = 9-6 


حل 





= J ç پت‎ че 3ف‎ 


دب 


١ 2‏ 3 4 
اي ان الكمية التوازنية هي : ) 3 
3 
s -‏ 2 
з °, 03‏ 


ы‏ [1 فس د а „ы‏ رف 


2-۹۰ 
to Scale‏ يتزايد أو یتتاقص أو ثابت О‏ = الانتاج و L‏ العمل و K‏ = راس 


المال 

0-21 + 4 ع‎ С 
О = AL’ K’ 5 Е 
0-21 + k 4 и 
(0 = 4 ‹ з оз Ë: 
= 2% 

5-3 7[ ]+ 0-217 
الكل 


لمعرفة فيما إذا كانت دالة الإنتاج تخضع لتزايد أو تناقص أو ثبات عائد 
رت کی يديب بي الإنتاج في الدالة في С)‏ 
Q=21+4K o ۱ |‏ + 
Q1 = 21+ ۲‏ 
=A (21+4К)‏ 
=АО‏ 


ففي هذه الحالة دالة الانتاج تكون خاضعة لثبات عائد الحجم » ذلك لأننا ضربنا 
عوامل الإنتاج في (À)‏ فنتجت كمية منتجة تساوي الكمية السابقة (О)‏ مضروبة 


. (À) في‎ 
O = AD К? 


QI=A(AL)' (AK) = Л"? 0 








Z YQ S 


وعليه : فان عائد الحجم يكون ثابتا عندما يكون (1 = (a + b‏ كما هو الحال 


فى دالة Cobb-Douglas‏ آما 13 كانت )1 > (a + B‏ فيكون هناك تزايد في 


>” 


- 


5 


۱ ES 1 
Ее, فإن‎ О=2[,- تکون : 2 عا‎ але ب‎ 


2 
= ١ 


وعلية فإن الدالة تكون خاضعة لتناقص عائد الحجم . 


0 1-7 K 0.3 сала 
[> 1.25 =а+ь 
. عليه فإن الدالة تكون خاضعة لتزايد عائد الحجم‎ р 
Q=2L2+*LK+K2 ` - ه‎ 
21= 2 (АА L)(À K)+(À K)? =(2 L2+L K+K?) AQ 


وبالتالي فإن عائد الحجم يتزايد . 





А | Yyy. 
&€——...l, а] 

أولاً : المراجع العربية 

а) فتحی صالح أبو سدره » مقدمة في الاقتصاد الرياضي 6 دار‎ -١ 
. ۱۹۹۵ » الوطنية » بنغازي‎ 

۲- محمد لطفي فرحات » مبادئ الاقتصاد القياسي > الدار الجماهيرية للنشر 
والتوزیع والاعلان » ليبيا » ۱۹۹ . 

7ت محمد فتحي محمد علي » فريد الحسيني alae‏ مقدمسة الاقتصاا 
бй‏ ۰ مكتبة عين فسن ۱۹5۹ . 

i‏ سامي خليل ؛ نظرية اقتصادية جزئية ‏ مكتبة النهضة العربية ٠‏ موس 
على الصباح ء الکویت ۱۹۹۳ . 


٠ أحمد عباده سرحان ء مقدمة الاحصاء الرياضي ء دار المعارف‎ -o 


AAA 
أحمد عباده سرحان » طرق التحصيل الإحصائي ء دار الكتب الجامعية‎ -5 
0 | E 
E 3 لے سا + جامعة‎ о-у 


. ۲۰۰۲ » فارس عياد شاكر » الإحصاء التحليلي » القاهرة‎ -A 

۹- أحمد حسن العطار » مبادی الإحصاء التحليلي » القاهرة » ۲۰۰۳ . 
уа - ۰‏ عبد المجید » » مبادئ الریاضیات › جامعة ٦‏ أكتوبر » ۲۰۰ . 
۱- محمد توفيق المنصوري » مصطفی عبدالغني أحمد » الرياضة والتأمين ؛ 

۱ مكتبة عين شمس ۲۰۰۳ . 


° و ا 


УХ‏ صلا ح الدين صدفي > مبادی النظرية الإحصصائية وتطبيقاتها د 





АЕО К ipu وان اعا‎ 
.14۹ 

: مقدمة في الطرق الإحصائية وبحوث العملیات‎ ٠ جلال الصياد وآخرون‎ -٣۳ 
. ۱۹۸۷ » الفاروق الحديث للطباعة والنشر‎ 
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